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ベイズ統計学の原理と応用（その 1）

美　添　泰　人

1　はじめに
　21世紀に入ってから，ベイズ統計学に関する書物が急速に増加している。

筆者がベイズ統計学を学ぶためにアメリカの大学院に留学した 1970年代には，

ベイズ統計学はアメリカでも少数派だったことに比べて，まさに隔世の感があ

る。一方，最近の「ベイズ統計」という名称を使っている著書や論文の中には

「どの点がベイズの議論なのか」， 「どこに統計学の考え方が示されているのか」

など，疑問に感じる例が増えていることも事実である。たとえば［13］では根

拠が明示されない事前分布を想定して，手続き的に事後分布を計算することを

ベイズ統計学の理論と定義している。これは，合理的な意思決定から導かれる

事前分布とは無関係で，形式的には単なる罰金つき尤度に関する数値計算の技

術としてとらえるもので，筆者が教育を受けたベイズ統計学とはまったく異な

る視点である。

　しばらく前までは，筆者もベイズ統計学の最近の動向を紹介することを考え

ていたものの，この 10年ほどの膨大な量の出版物の多くを見ると，このこと

は現実的ではなくなり，計画を断念した。その代わりに，ベイズ統計学の基礎

的な原理に立って，その応用と古典的な統計学との関係を明らかにすることに

限定し，その試みのひとつとして，本稿では，特に John W. Prattの比較的初期

の論文［54］の内容を紹介する。ここで Prattは，ベイズ統計学の視点から古

典的な統計学を擁護できる部分と，批判すべき部分を指摘している。Prattの

議論が統計学者に与えた影響は大きく，［54］が報告された Royal Statistical 

Societyで座長を務め，当時は比較的穏健なベイズ統計学の立場に立って［47］
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を執筆していた Dennis V. Lindleyは，その後，Prattの所属していた Harvard 

University に Visitorとして滞在していた間に過激ともいうべきベイズ統計学者

に変身して［48］を提示したことも，その影響を示している。

　ベイズ統計学の基本原理については，概要を美添［12］に記したが，本稿で

も参照するため，その主要部分を補論 Aとして収録する。より詳しい議論と

初期の応用例は美添［2］に収録されている。

　Leonard Jimmy Savageを中心とするベイジアンたちは，従来，科学的とはみ

なされず批判の対象とされてきたベイジアンの手法を，1950年代から 1970年

代にかけて正当化した。筆者は，Savageおよび同じ立場に立つ Prattの視点を

受け入れている。このうち，Savageは筆者が留学する直前に若くして亡くなっ

たため，直接指導を受ける機会はなかったが，Savageの後を継ぐ形で指導的

な立場にあった Prattは筆者の博士論文の指導者である。

2　Prattの議論
　本節では，ベイズ統計学の立場から伝統的統計学の手法を解釈しようとした

［54］の内容を，できるかぎり忠実に紹介する。［54］は §1. Introductionから

§9. Miscellaneous Remarksまでの 9つの節で構成され，その後に 12ページにわ

たって Discussionが収録されている。今後の参照の利便性を考慮して，以下で

は小節の番号および表題を［54］の番号に合わせて明示する。Prattの証明は

簡潔であり，ときとして難解である。そのため，かなりの部分で詳細な推論の

過程を追記しているが，美添が補足した部分は必ずしも明示していない。いず

れにせよ，本稿のうち，本質的な記述の大部分は Prattによるものである。

2.1　非十分統計量
　§1. Introductionでは，この論文のねらいとして，標準的な統計的手法（Standard 

Inference Statements）に対するベイジアンの視点からの解釈を議論することが

記されている。本稿でも，ベイズ統計学の立場に立つ人たちをベイジアンと総

称するが，その中にはさまざまな違いがあり，すでに述べたとおり，Prattは
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Savageの主観確率の立場で議論を展開する。また標準的という表現について

は，それが特定の手法や特定の個人の実際的または理論的，哲学的な手法を意

味するものではないことを注意している。それにもかかわらず，Prattは最も

広く利用されている手法で，伝統的 “orthodox”，古典的 “classical”， 客観的

“objective”， 頻度論的 “frequency”， または “Neyman-Pearson”などと表現される

伝統的な手法またはそれをわずかに修正したものを対象としている。

　§2では非十分統計量（insufficient statistics）を扱う。標準的な分析では，

もっとも単純な問題を除けば，用いられる統計量，たとえば典型的な 𝑡, 𝐹, 𝜒2 

は十分統計量ではない。その他，母集団分布が正規分布でない場合の標本平均

と分散，ノンパラメトリック問題における標本中位数，決定係数 𝑅2，連関係

数も同様である。

　全面的にベイズの手法を利用する完全ベイズ分析（full Bayesian analysis）で

は，典型的には十分統計量を利用する。実際，母数空間上で事前分布が常に正

であれば，すべての観測値情報を集約した統計量が事後分布を定めるなら，そ

れは十分統計量である。

　以下は，この点に関する筆者の解説である。母数を 𝜃とし，観測値 {𝑥1, . . . , 

𝑥𝑛}の確率密度関数を 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 | 𝜃)と書くと，統計量 𝑡が十分のとき，密度

関数は 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 | 𝜃) = 𝑝(𝑡 |  𝜃) 𝑓 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) と分解される。𝜃の事後分布では

𝑥のみを含む関数は定数だから，𝑝(𝜃 | 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∝ 𝑝(𝜃)𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 | 𝜃) ∝ 𝑝(𝜃)

𝑝(𝑡 | 𝜃)と表されることは，𝜃に関して 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 | 𝜃) ∝ 𝑝(𝑡 |  𝜃)を意味する。

すなわち 𝑡は十分統計量である。なお美添による補足では，密度関数は 𝑝(𝑥), 

𝑝(𝜃), 𝑝(𝑡)などの記号を用いる。

　非十分統計量を理解するために，完全ベイズ分析を次の 2段階に分解する。

以下で観測値を 𝑥，統計量を 𝑡，母数を 𝜃と表すが，一般にはこれらはベクト

ルである。（1） 統計量 𝑡にもとづいて事後分布を計算する，（2） この結果を事

前分布として，𝑡を固定したときのすべての観測値の条件付分布を用いて事後

分布を求める。Prattの表現では第 1段階は
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 f1(θ) = f(θ | t) = f0(θ)f(t | θ)
f(t)

 （2.1）

第 2段階は

 f2(θ) = f(θ | x) = f1(θ)f(x | t, θ)
f(x | t)  （2.2）

である。𝑓1, 𝑓2の意味は自明であろう。

　この第 2段階は多くの場合極めて面倒だが，結論を大きく変えないことも多

い。そのため，ベイジアンにとっては非十分統計量が与えられたときの事後分

布の利用が示唆される。実際 Prattは，後述の定理 3および定理 6で，この議

論が成立する条件を考察している。

　ここで，このような議論は，𝜒2のように，ある仮説の下で分布を容易に導

出できる統計量の利用を正当化するものではないことを指摘し，𝜒2の例では，

母数に関する正しくない推論および多くの情報の損失につながる可能性がある

と記しているが，具体的な内容は明示されていない。

　非十分統計量の利用に関する簡単な例は次のとおりである。𝑥を，平均を 𝜃

とする母集団からの大きな標本とする。また，母集団分布の形は未知だが分散

𝜎2は既知とする。ここで 𝑡を標本平均とすると，𝑡は近似的に正規分布 𝑁(θ, 

𝜎2/𝑛)にしたがうから，𝑡が与えられたときの 𝜃の事後分布は，次の式で与え

られる。ただし 𝐾は母数に依存しない定数で，≃は近似を意味する。

 f(θ | t) ≃ Kf0(θ) exp{− 1
2
n(θ − t)2/σ2}  （2.3）

この表現では事前分布 𝑓0(𝜃)だけが計算に必要である。これに対してすべての

情報 𝑥を利用して事後分布 𝑓(𝜃 | 𝑥)を評価する場合には，𝜃と分布形を定める

母数 𝜂の同時事後分布を求め，さらに 𝜂に関する積分を適用する必要がある。

𝜂は一般に多次元で，ノンパラメトリックの場合は無限次元だから，適切な事

前分布を構築することは容易ではない。一方，𝜎2を既知とできる場合は，標

本平均以外のデータが𝜃の分布に与える影響は非常に小さいことが予想される。

　§2.1 Further Conditioning in Connection with the Meanでは，𝜎2が未知の場合に
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は，標本平均と標本分散を用いて 𝑡 =  (𝑥̄, 𝑠2)とすること，さらに一般的に統計

量を 𝑡 =  (𝑥̄, 𝑠2, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑟) とする場合を考察している。

　ここでは，もっとも簡単な場合の議論を紹介する。𝑡 =  (𝑥̄, 𝑠2)が与えられた

ときは，もし 𝜃, 𝜎2および母集団の高次モーメントに関する事前分布が 𝜎2とと

もに緩やかに変化する場合は，𝜎2 = 𝑠2 であれば，（2.3） と同じ結果を与えるこ

とが，以下のように確かめられる。新たな変数として 𝑢1 = 𝑛1/2(𝑥¯ −  𝜃)/𝑠, 𝑢2 = 

𝑛1/2(𝑠2 − 𝜎2)/𝑠2を導入すると，𝑢1, 𝑢2の分布は近似的に正規分布にしたがい，

期待値は 0，分散と共分散は var(𝑢1) = 1, var(𝑢2) = 𝜆4および cov(𝑢1, 𝑢2) = 𝜆3と

なり，その密度関数は次式で与えられる。

 
1

2π
(λ4 − λ2

3)
− 1

2 exp{− 1
2
(λ4u

2
1 − 2λ3u1u2 + u2

2)/(λ4 − λ2
3)}  （2.4）

ただし 𝜆3, 𝜆4 は 𝑛に依存しない母数であり，このとき，3次モーメントは 𝜆3𝜎2，

4次モーメントは 𝜆4𝜎4 + 𝜎4である。

　ここで (𝑢1, 𝑢2) は，𝜃, 𝜎2 が与えられたときは (𝑥̄, 𝑠2) と 1対 1対応であり，ま

た (𝑥̄, 𝑠2)が与えられたときは (𝜃, 𝜎2)と 1対 1対応であることに注意する。(𝑥̄, 

𝑠2) が与えられたときの (𝑢1, 𝑢2, 𝜆3, 𝜆4) の同時分布は，近似的に（2.4）で与えら

れる 𝑓(𝑢1, 𝑢2 | 𝜆3, 𝜆4)と次の式の積となる。

 

ただし λ3, λ4 は nに依存しない母数であり，実際，3次モーメントは λ3σ
2，4

次モーメントは λ4σ
4 + σ4 である。

ここで (u1, u2)は，θ, σ2 が与えられたときは (x̄, s2)と 1対 1対応であり，
また (x̄, s2)が与えられたときは (θ, σ2)と 1対 1対応であることに注意する。
(x̄, s2)が与えられたときの (u1, u2, λ3, λ4)の同時分布は，近似的に (2.4)で与
えられる f(u1, u2 | λ3, λ4)と次の式の積となる。

K(1− n−1/2u2)f0(x̄− n−1/2su1, s
2 − n−1/2s2u2, λ3, λ4) (2.5)

ただし f0(θ, σ
2, λ3, λ4)は同時事前分布である。

このことは次のように確かめられる。条件つき分布 f(u1, u2, λ3, λ4 | x̄, s2)

は，母数に関する事後分布 f(θ, σ2, λ3, λ4 | x̄, s2) ∝ f0(θ, σ
2, λ3, λ4)f(x̄, s

2 |

θ, σ2, λ3, λ4)から変数変換によって導かれる。J = D(u1, u2)/D(x̄, s2)を Jaco-

bianとすると

 （2.5）

ただし 𝑓0(𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4)は同時事前分布である。

　このことは次のように確かめられる。条件つき分布 𝑓(𝑢1, 𝑢2, 𝜆3, 𝜆4 | 𝑥̄, 𝑠2)は，

母数に関する事後分布 𝑓(𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4 | 𝑥̄, 𝑠2) ∝ 𝑓0(𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4) 𝑓 (𝑥̄, 𝑠2 | 𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4)

から変数変換によって導かれる。𝐽 = 𝐷(𝑢1, 𝑢2)/𝐷(𝑥̄, 𝑠2)を Jacobianとすると

 f(x̄, s2 | θ, σ2, λ3, λ4) = f(u1, u2 | θ, σ2, λ3, λ4)
D(u1, u2)

D(x̄, s2)

であり，右辺は（2.4）式と 𝐽 = 𝑛𝜎2/𝑠5 ∝ 𝜎2/𝑠2 = (1−𝑛−1/2𝑢2)の積に等しい。ま

た 𝑓0(𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4)の部分は (𝜃, 𝜎2)から (𝑢1, 𝑢2)への変数変換によって書き換え

れば（2.5）の表現に一致する。
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　(𝑥̄, 𝑠2) が与えられたときには，（2.5） 式から 𝑢2, 𝜆3, 𝜆4を積分によって消去す

れば 𝑢1，したがって 𝜃の事後分布が求められる。もし事前分布 𝑓0(𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4)

が𝜎2とともに緩やかに変化するなら，（2.5）式は近似的に次のように表される。

 Kf0(x̄− n−1/2su1, s
2, λ3, λ4)  （2.6）

　（2.4） と （2.6） の積を，まず 𝜎2について積分すると，正規分布の性質から，

次の形が導かれる。

 f(u1, λ3, λ4 | x̄, s2) ≃ Kf0(x̄− n−1/2su1, s
2, λ3, λ4)e

−(1/2)u2
1  （2.7）

𝑓0(𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4)を (𝜆3, 𝜆4)について積分して得られる (𝜃, 𝜎2)の周辺事前分布を

𝑓𝜃, 𝜎2と表すと，次式が得られる。

 f(u1 | x̄, s2) ≃ Kfθ,σ2(x̄− n−1/2su1, s
2)e−(1/2)u2

1  （2.8）

さらに 𝜎2 = 𝑠2として 𝜎2の周辺事前分布で割ると，（2.8） の 𝑓𝜃, 𝜎2は条件付分布

で置き換えられるから，𝜃の事後分布は次のようになる。

 f(θ | x̄, s2) ≃ Kf(θ | σ2 = s2) exp{− 1
2
n(θ − x̄)2/s2}  （2.9）

これは，𝜎2が既知のときの （2.3） で 𝑡 =  𝑥̄, 𝜎2 = 𝑠2とおいた式と一致する。

　なお，Prattは次の点を注意している。上記の近似の範囲では 𝜃の事後分布

として 𝑡分布と正規分布にはほとんど違いはない。標本が小さい場合は (𝜆3, 𝜆4)

が正規分布に近いという事前分布ないし事後分布が得られる場合に限って，𝜃

の事後分布が 𝑡分布となることが導かれるが，この条件は必ずしも成立しない。

　また，𝑡 =  (𝑥̄, 𝑠2)が与えられたときの 𝜃の近似的な事後分布を導出するため

に，𝑡の標本分布を定める母数に影響を与える (𝜃, 𝜎2, 𝜆3, 𝜆4)の詳細な事前分布

を定める必要はなく，𝜃の事前分布を除けば 𝜎2とともに緩やかに変化すると

いうだけの仮定があればよいことも指摘している。

　さらに多数の統計量 𝑡 =  (𝑥̄, 𝑠2, 𝑡3, . . . , 𝑡𝑟)が得られたときの事後分布を考える

こともできる。このときは，上記の 𝑢1, 𝑢2に加えて 𝑢𝑖 = √𝑛(𝑡𝑖 − 𝜏𝑖) (𝑖 =  3, . .  ., 𝑟)
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が，近似的に期待値ベクトル 0，共分散行列 Λ = (𝜆𝑖𝑗)をもつ多変量正規分布に

したがうことを仮定する。ただし 𝜏𝑖，𝜆𝑖𝑗は母集団特性から導かれる母数である。

特に (𝑢1, 𝑢2) = (𝑡1, 𝑡2)に対応する母数は 𝜆11 = 1, 𝜆12 = 𝜆3, 𝜆22 = 𝜆4である。

ここで次の定理がなりたつ。

定理 1.　𝑡が与えられたときの 𝜃の密度関数は，以下に記す条件の下で次式で

与えられる。

　

次式で与えられる。

f(θ | t) ≃ Kf(θ | σ2 = s2, τ3 = t3, . . . , τr = tr) exp{− 1
2
n(θ − x̄)2/s2} (2.10)

ここで以下の条件を仮定する。ただし λはΛをベクトルとみなした成分である。

 （2.10）

ここで以下の条件を仮定する。ただし𝜆はΛをベクトルとみなした表記である。

（a） 𝜃, 𝜎2, 𝜏3, . . . , 𝜏𝑟と 𝜆の成分は関数的に独立である。

（b） 𝜆1𝑗 は 𝜆, 𝜃および 𝜏𝑗+1, . . . , 𝜏𝑟 (2 ≤ 𝑗 ≤  𝑟)の関数である。

（c） 𝜆𝑖𝑗 は 𝜆, 𝜃および 𝜏𝑖+1, . . . , 𝜏𝑟 (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗   ≤ 𝑟) の関数である。

（d）  母数 (𝜃, 𝜎2, 𝜏3, . . . , 𝜏𝑟, 𝜆) の同時事前分布は 𝜎2, 𝜏3, . . . , 𝜏𝑟 の変動に関して 𝑛−1/2

のオーダーで近似的に一定である。

なお，母数 𝜃, 𝜎2, 𝜏3, . . . , 𝜏𝑟とすべての 𝜆𝑖𝑗との関数的な独立性を排除しない理由

は，たとえば 𝑡3, 𝑡4がそれぞれ 𝜆12, 𝜆22のときには 𝜆12 = 𝜏3, 𝜆22 = 𝜏4となるためで

ある。

　この定理の証明は，上記の 𝑡 =  (𝑥̄, 𝑠2)場合の拡張であり，詳細は省略する。

2.2　推定
　観測値 𝑥の分布を定める指標を，ノンパラメトリックな分布族も含めて，𝜔

と表す。母数 𝜏 = 𝜏   (𝜔) に関して，統計量 𝑡 =  𝑡(𝑥) が

 𝐸(𝑡 | 𝜔) = 𝜏  (𝜔)       for all 𝜔 �  （2.11）

を満たすとき，𝑡は不偏推定量と呼ばれる。これに対応するベイジアンの自然

な概念は事後平均 𝐸(𝜏 | 𝑥)，または統計量を利用した 𝐸(𝜏 | 𝑡) である。ここで不

偏推定量と事後平均について，次のような解釈がなりたつ。

定理 2.　𝑡が 𝜏 (𝜔) の不偏推定量であれば，次式がなりたつ。ただし，ベイジ

アンではすべての統計量と母数は確率変数だから，期待値および確率分布はそ
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れらの同時分布に関するものである。

 𝐸{𝑡 − 𝐸(𝜏 |  𝑥)} = 0 （2.12）

証明　まず事前分布による不偏統計量の期待値は

　　E{t} =

∫ {∫
tp(x | τ)dx

}
p(τ)dτ =

∫
τp(τ)dτ = E(τ)

と事前分布の期待値と一致する。一方，事後平均の期待値は

　　
E{E(τ | x)} =

∫ {∫
τp(τ | x)dτ

}
p(x)dx =

∫∫
τp(τ, x)dτdx

=

∫
τ

{∫
p(x | τ)dx

}
p(τ)dτ =

∫
τp(τ)dτ = E(τ)

だから，事前分布による 𝑡の期待値と一致する。　∎

　この定理は，いずれも 𝑥の関数である 𝑡および 𝐸(𝜏 | 𝑥)について，それらの

差の（事前の）期待値がゼロとなることを主張している。ところで，以上の議

論は任意の統計量 𝑦から得られる事後平均 𝐸(𝜏 | 𝑦)にも適用することができる

から，どのような 𝑦による近似が優れているかが問題となる。すでに 𝑡が得ら

れている状態では，𝑡 =  𝑡(𝑦)となるような 𝑦を考察するのが自然である。この

ような候補の中では 𝑦 =  𝑡が，次の定理の意味で，最もよい近似を与える。

定理 3.　𝑡が 𝑦の関数となるとき，任意の凸関数 𝜓に対して次の式がなりたつ。

 𝐸[𝜓{𝑡 −  𝐸(𝜏 |  𝑦)}] ≥ 𝐸[𝜓{𝑡 − 𝐸(𝜏 |  𝑡)}]  （2.13）

証明　Jensenの不等式と 𝑡が 𝑦の関数という条件から次の不等式が導かれる。

 𝐸[𝜓{𝑡 −  𝐸(𝜏 |  𝑦) | 𝑡}] ≥ 𝜓[𝐸{𝑡 −  𝐸(𝜏 |  𝑦) | 𝑡}] =  𝜓[𝑡 −  𝐸(𝜏 | 𝑡)]  （2.14）

この議論をていねいに記せば次のようになる。

E{E(τ | y) | t} =

∫ {∫
τp(τ | y)dτ

}
p(y | t)dy =

∫∫
τ
p(τ, y)

p(y)

p(y, t)

p(t)
dτdy

E{E(τ | y) | t} =

∫∫
τ
p(τ, y, t)

p(t)
dτdy =

∫
τ
p(τ, t)

p(t)
dτ = E(τ | t)

ここで 𝑡は 𝑦の関数だから 𝑝(𝜏, 𝑦) = 𝑝(𝜏, 𝑦, 𝑡)および 𝑝(𝑦) = 𝑝(𝑦,  𝑡)となること

を用いると，この式は
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E{E(τ | y) | t} =

∫ {∫
τp(τ | y)dτ

}
p(y | t)dy =

∫∫
τ
p(τ, y)

p(y)

p(y, t)

p(t)
dτdy

E{E(τ | y) | t} =

∫∫
τ
p(τ, y, t)

p(t)
dτdy =

∫
τ
p(τ, t)

p(t)
dτ = E(τ | t)

となる。（2.14）の両辺の期待値を取れば（2.13）が導かれる。　∎

　以上のように，不偏推定量 𝑡は事後平均 𝐸(𝜏 | 𝑥)または 𝐸(𝜏 | 𝑡)の近似とみ

なされる。なお，𝑡の誤差の平均が 0になるという，𝜔あるいは 𝜏の条件付分

布に関して成立する性質は，𝑥または 𝑡の条件付分布に関しては成立しない。

不偏性とは同じ分布から発生する観測を繰り返したときの性質であり，手元の

観測値を固定したときの性質ではないことは，不偏性に関して注意しなければ

ならない点である。ただし，この定理を次のように書き換えると，多くの人が

直観的に考えるように，与えられた 𝑥から求められた不偏推定量の誤差は，少

なくとも事前の判断としては，近似的に 0となる。

 𝐸{𝐸(𝑡 − 𝜏 |    𝑥)} = 0  （2.15）

　𝑡を 𝜏の不偏推定量とするとき，一般に 𝑡の関数 𝑔(𝑡)は 𝑔(𝜏)の不偏推定量

とはならない。伝統的な手法では，この性質は難点とされることがあるが，本

節の議論を踏まえれば，この性質は当然といえる。すなわち，𝑡は 𝐸(𝜏 | 𝑥)の

近似だから，𝑔(𝑡)は 𝑔{𝐸(𝜏 |  𝑥)}の近似と考えてもよいが，これは一般には

𝐸{𝑔(𝜏 |  𝑥)}とは一致しない。ベイジアンの立場からは，そもそも 𝑡を用いるか

𝑔(𝑡)を用いるかは，効用関数 （損失関数） など，確率モデル以外の要因に依存

する。これらの外部的な要因を無視した「最適な統計的手法」は，何らかの意

味で必然的に不十分になると，Prattは批判している。

　ここからは，一致性に関する議論である。標本サイズ 𝑛を明示した統計量

𝑡𝑛が（弱い意味の）一致性を持つ条件は次のとおりである。

 P (|tn − τ | > ε | ω) → 0 (n → ∞) for all ε and ω  （2.16）

　一致性に対応するベイジアンの性質として，Prattは次の定理を示している。

以下で 𝑥𝑛は大きさ 𝑛の標本を表す。

定理 4.　𝑡𝑛が 𝜏の一致推定量であれば，次の式がなりたつ。
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 P{P (|tn − τ | > ε | xn) > δ} → 0 (n → ∞) for all ε and δ  （2.17）

証明　条件付確率の性質から，次がなりたつ。
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証明 条件付確率の性質から，次がなりたつ。

E{P (|tn − τ | > ε | xn)} = P (|tn − τ | > ε) = E{P (|tn − τ | > ε | ω)} (2.18)

この式の右辺は (2.16)と Lebesgue収束定理によって 0に近づくが，もし (2.17)

が成立しなければ (2.18)は 0に近づくことがない。すなわち (2.17)が成立す
る。

この定理は，大きな nに対して典型的な状況の下では τ の事後分布は tn の
近くに集中することを示している。ただし，これは特定の xn に対して保証さ
れる性質ではない。

2.3 信 頼 領 域
母数 τ = τ(ω)の信頼領域 R = R(x)は次の条件をみたす領域として定義さ

れる。

 （2.18）

この式の右辺は （2.16） とLebesgue収束定理によって 0に近づくが，もし （2.17） 

が成立しなければ （2.18） は 0に近づくことがない。すなわち （2.17） が成立す

る。　∎

　この定理は，大きな 𝑛に対して典型的な状況の下では 𝜏の事後分布は 𝑡𝑛の

近くに集中することを示している。ただし，これは特定の 𝑥𝑛に対して保証さ

れる性質ではない。

2.3　信頼領域
　母数 𝜏 =  𝜏(𝜔)の信頼領域 𝑅 =  𝑅(𝑥)は次の条件をみたす領域として定義され

る。

 𝑃(𝜏 ∈ 𝑅 | 𝜔) ≥ 1 − 𝛼      for all 𝜔  （2.19）

ここで 1 − 𝛼は信頼係数だが Prattは “conservative level”と呼んでいる。（2.19）

の不等号を等号で置き換えたものが正確な水準 (exact confidence level)1 − 𝛼の

信頼領域である。この概念に対応する自然なベイジアンの概念は事後確率

𝑃(𝜏 ∈ 𝑅 | 𝑥)である。

　任意の領域 𝑅 =  𝑅(𝑥)に対して，次の関係がなりたつ。

 𝐸{𝑃(𝜏 ∈ 𝑅 |    𝜔)} = 𝑃(𝜏 ∈  𝑅) = 𝐸{𝑃(𝜏 ∈ 𝑅 |  𝑥)}  （2.20）

この式から，ただちに次の定理が導かれる（Pratt［53］）。

定理 5.　𝜏の信頼領域 𝑅の水準が 1 − 𝛼であれば，次の式がなりたつ。

　　𝐸{𝑃(𝜏 ∈ 𝑅 |    𝑥)} ≥ 1 −  𝛼 

　　𝐸{𝑃(𝜏 ∈ 𝑅 |    𝑥)} = 1 −   𝛼　　水準が正確なとき （2.21）
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　この式は 𝑅が 𝜏を含む事後確率（𝑥の関数）は，期待値として正確に 1 − 𝛼

となることを示している。したがって典型的な状況においては，𝑥を観測した

後でも，信頼領域が 𝜏を含む事後確率は近似的に 1 − 𝛼とみなせる。

　ところで，§3における議論のように，この議論は任意の統計量 𝑦に関して

も考えることができる。もし 𝑦が全く母数に関する情報を含まない無意味な

統計量であれば，当然，𝑃(𝜏 ∈ 𝑅 | 𝑦) = 𝑃(𝜏 ∈ 𝑅) = 1 −   𝛼と正確な水準を与える。

しかし実際に 𝑅が与えられる場合には，𝑦の関数となるような 𝑅（またはその

1対 1変換）のうちで最もよい近似を与える𝑦は何かという問題が考えられる。

その答えは次の定理で与えられる。証明は定理 3と同様である。

定理 6.　水準 1 − 𝛼をもつ 𝜏の信頼領域 𝑅が 𝑦の関数であれば，任意の凸関数

𝜓に対して，次の式がなりたつ。

 E[ψ{1− α− P (τ ∈ R | y)}] ≥ E[ψ{1− α− P (τ ∈ R | R)}]  （2.22）

　1次元の母数 𝜏について信頼区間の上限と下限を考えると，これらは 𝜏の事

後分布の分位点に対応する。Prattは，この意味で信頼区間の累積分布（cdf）

が事後分布の cdfを近似すると主張するが，その正確な意味は後に紹介する定

理 7で明らかにされる。

　伝統的な手法では，信頼区間が全区間（−∞, ∞）となったり空集合となるよ

うな病的な例がある。信頼区間が事後確率の近似だとすると，このような事例

はベイジアンとしても好ましくはないが，Prattは，そもそも伝統的な手法に

対して根本的なベイジアンからの正当化はできないこと，病的な現象が発生す

ることは手法の原理的な欠陥ではないと指摘している。ただし，後半の指摘に

関してはもう少し検討の余地があると，筆者は考えている。

　もうひとつの問題として，伝統的な手法における水準 1 − 𝛼の決定手順が指

摘されている。たとえば母数が 𝜏(𝜃) ≤ 0となる区間に関心があるとき，上記

の病的な状況が発生しなければ，0が信頼区間の上限となるような水準を定め

ることができる。この場合の水準は観測値に依存して 1 − 𝛼(𝑥)と表されるが，

確率の頻度論的な立場では 𝛼(𝑥)の意味は解釈できない。伝統的な手法では，
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事前に水準 𝛼0を定めて，結果として 𝛼(𝑥) = 𝛼0となったときには，𝜏(𝜃) ≤ 0の

水準が 1 − 𝛼0とはいえるが，標本に依存して 𝛼0 = 𝛼(𝑥)となった場合には，

𝜏(𝜃) ≤ 0の水準が 1 − 𝛼0とはいえない。これらの問題は，信頼水準は根本的な

信頼の尺度ではないことを示していると，Prattは主張する。ベイジアンとし

ては，信頼水準は事後確率の近似と理解しておけば，根本的な問題として当惑

することはない。定理 5の意味での近似という性質から，ベイジアンでは自由

に水準を定めることができる。ただし，事前に 𝛼を定める方が全体的により

正確になる。

　離散的な確率変数についても，伝統的な検定には 2つの難点がある。ひとつ

目の問題の例は二項分布の母数 𝑝に関する通常の信頼区間であり，このときに

は被覆確率は 𝑝 の不連続関数となるから，保守的な信頼区間を構成することが

多い。例として 𝑛 = 20 の場合，𝛼 = 5%とする標準的な信頼区間が 𝑝を含まな

い確率は 4.2%を超えない（また 𝑝の範囲の 1/5 において 3.5%を超えない）。

　ふたつ目の問題は，母集団中央値または分位点に関する信頼区間を構成する

場合に生じる。たとえば 𝑛 =  20の標本を用いて順序統計量を中央値の信頼限

界とすると，水準は 1.000, 0.999, 0.994, 0.979, 0.942, 0.868, 0.748, 0.588,. . . とな

る。補足するとこれらの数値の根拠は説明されていないが，二項分布 𝐵(20, 

0.5) の累積確率の「一部」である。そもそも，一般的に水準は離散的な数値し

かとれないことは明らかである。

　これらふたつの難点は，確率化信頼区間（randomized confidence interval）を

利用すれば解決できるが，確率化信頼区間については Prattは “. . . no one 

seriously suggests doing so in practice.”と一蹴している。

　信頼区間の上限または下限と事後分布の関係として，それぞれの cdfが対応

することについては，Prattによる二項分布の例を紹介する前に，もっと簡単

な例を提示しよう。標本分布を 𝑥𝑖 ∼ 𝑁(𝜃, 𝜎2)（ただし 𝜎2は既知）とすると，十

分統計量 𝑡 =  𝑥̄を用いて構成する標準的な信頼区間の上限は，𝑧0を上側 𝛼%点

として，𝜃� = 𝑡  + 𝑧0𝜎 / √𝑛で与えられる。このとき
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𝑃(𝜃 < 𝜃� | 𝜃) = 𝑃{√𝑛(𝑡 − 𝜃)/σ > −𝑧0 | 𝜃} =  𝑃(𝑧 > −𝑧0) = 1 − 𝛼

が得られる。ここで 𝑧 =√𝑛(𝑡 − 𝜃)/𝜎 ∼ 𝑁(0, 1) の分布は 𝜃に依存しないことが

用いられている。一方 𝜃の事前分布を 𝑁(𝜃0, 𝜎2
0)とすると，事後分布は 𝑁(𝜃1, 

𝜎2
1)となることは容易に導かれる。ただし，1/𝜎2

1 = 1/𝜎2
0 +1/(𝜎2/𝑛), 𝜃1 = {𝜃0/𝜎2

0 

+ 𝑡/(𝜎2/𝑛)}𝜎2
1 である。特に事前分布が散漫な 𝑝(𝜃) ∝ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. には 1/𝜎2

0 = 0が対

応する。このときの事後分布は 𝜃 | 𝑥   ∼ 𝑁(𝑡, 𝜎2/𝑛)となり，事後確率は

𝑃(𝜃 < 𝜃̄ | 𝑥) = 𝑃{√𝑛(𝜃 − 𝑡)/𝜎 < 𝑧0 | 𝑥} =  𝑃(𝑧 <  𝑧0) = 1 − 𝛼

と信頼水準に一致する。信頼区間の下限 𝜃
�
 = 𝑡 −  𝑧0𝜎/√𝑛についても，散漫な事

前分布から得られる事後確率が正確に対応する。これが，Prattが指摘する cdf

の対応の意味である。

　二項分布に関する cdf の対応は，次の定理で正確に表現される。そこでは二

項分布 𝐵(𝑛, 𝑝) の母数 𝑝に関する散漫な事前分布として，𝑓(𝑝) = 1/𝑝および

𝑓(𝑝) = 1/(1 − 𝑝)が現れる。いずれも区間 [0, 1]における積分が発散するとい

う意味で improper prior distributionの例である。なお，積分が存在して 1とな

るときは真の事前分布（proper prior）と呼ぶ。

定理 7.　二項分布 𝐵(𝑛, 𝑝) にしたがう観測値が与えられたとき，𝑝の事後 cdf

が信頼区間上限 cdfに一致する必要十分条件は事前分布が 𝑓(𝑝) = 1/(1 − 𝑝) と

なること，また下限が一致する必要十分条件は事前分布が 𝑓(𝑝) = 1/𝑝となる

ことである。さらに (1 − 𝑝)𝑓(𝑝) が単調非増加かつ 𝑝𝑓(𝑝) が単調非減少関数で

あれば，𝑝の事後 cdfはこれらの中間にある。逆に，真の事前分布 𝑓(𝑝) が 0 < 

𝑝 <  1で微分可能であり，任意の 𝑛と観測値に対して 𝑝の事後 cdfが信頼区間

上限と下限の cdfの中間にあるならば，(1 − 𝑝)𝑓(𝑝) は単調非増加かつ 𝑝𝑓(𝑝)

は単調非減少関数である。

証明　事前分布を 𝑓(𝑝) = 1/(1 − 𝑝)として，𝑛回の試行で 𝑟回の成功が観測さ

れたとき，ベータ分布と二項分布の関係から次式が成立する（詳細は補論 Bを

参照）。
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P (p ≤ x | r) =
∫ x

0

pr(1− p)n−r−1dp/B(r + 1, n− r)

=
n∑

r+1

(
n

j

)
xj(1− x)n−j

 （2.23）

この式は，𝑥が 𝑝の（2.23）の水準に対する信頼上限（just conservative upper 

confidence limit）であることを示しているから上限に関する命題がなりたつ。

下限については同様な議論，または対称性から導かれる。定理の残りの部分は

次の補題から導かれる。　∎

補題．任意の 1次元母数に関する事前 cdfを 𝐹, 𝐺，その密度関数を 𝑓, 𝑔とし，

対応する事後 cdfを 𝐹1, 𝐺1とするとき，𝑓/𝑔が非減少であれば 𝐹 ≤  𝐺かつ 𝐹1 ≤ 

𝐺1となる。二項分布については逆の命題も成立する。すなわち，𝑓/𝑔が微分

可能かつ任意の 𝑛と観測値に対して 𝐹1 ≤ 𝐺1であれば 𝑓/𝑔は非減少である。

証明　𝑓/𝑔が非減少なら，次の不等式がなりたつから 𝐹(𝑥) ≤ 𝐺(𝑥)となる。

 
F (x)

1− F (x)
=

∫ x

−∞
(f/g)g

∫ ∞

x

(f/g)g

≤
{f(x)/g(x)}

∫ x

−∞
g

{f(x)/g(x)}
∫ ∞

x

g

=
G(x)

1−G(x)
(2.24) （2.24）

事後密度関数の比 𝑓1/𝑔1 ∝ 𝑓/𝑔も非減少だから，𝐹1(𝑥) ≤ 𝐺1(𝑥)である。二項分

布に関して逆を示すために，𝑓/𝑔が非減少ではないと仮定する。このとき，𝑓/

𝑔の微分係数が負となる区間 (𝑎, 𝑏)が存在して，ここで 𝑓/𝑔は減少関数とな

る。𝑥 ∈  (𝑎, 𝑏)として，𝑟/𝑛が区間 (𝑎, 𝑏)内のある値に近づくように 𝑟, 𝑛 →  ∞と

すると，この区間の外では尤度関数 𝐿は無視できるから，先ほどと同じ議論

で次の不等式が導かれる。

　　
F1(x)

1− F1(x)
=

∫ x

a

fL+ rem

∫ b

x

fL+ rem

>

∫ x

a

gL+ rem

∫ b

x

gL+ rem

=
G1(x) + rem

1−G1(x) + rem  （2.25）
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ここで remは剰余項である。この不等式は常に 𝐹1 ≤ 𝐺1が成立するという仮定

と矛盾する。　∎

　以上の論理はやや難解なので，若干の説明を補足しておく。事前分布 𝑓(𝑝)

と 𝑔(𝑝) = 1/(1 − 𝑝)を考えて，𝑓/𝑔 = (1 − 𝑝)𝑓は単調非増加と仮定する。この

とき，補題から，𝑓, 𝑔に対応する分布関数について 𝐹 ≥ 𝐺がなりたつ。さらに

𝑓から得られる事後 cdfと 𝑔から得られる事後 cdfについても 𝐹1 ≥ 𝐺1がなりた

つ。このことは観測値 𝑟から （2.23） によって定められる確率 (1 − 𝛼) に対応す

る 𝑥 =  𝑥(𝑟)および 𝐺から得られる事後分布の (1 − 𝛼) 分位点より，𝑓から得ら

れる事後分布の (1 － 𝛼) 分位点の方が小さいことを意味している。信頼区間の

下限についても，同様な議論がなりたつ。

2.4　その他の記述
　この後につづく §5.は最尤推定に関するいくつかの指摘であるが，ほとんど

は，よく知られた内容である。それにつづく §6.近似に関する注記，§7.仮説

検定と有意水準以降の内容は，稿をあたらめて紹介したい。

補論 A.　ベイズ統計学の視点
　ここでは本文の理解に必要な議論と若干の応用例を紹介する。

A.1.　基礎的な構造
　一般的な統計的モデルでは，標本と標本空間 𝑥 ∈  𝑋，母数と母数空間 𝜃 ∈  𝛩，

および 𝑥の分布の密度関数 𝑝(𝑥 | 𝜃)が与えられ，モデル {𝑋, 𝛩, 𝑝(𝑥 |  𝜃)}にもと

づく標本 𝑥 =  (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)が得られたとき，未知母数 𝜃に関して何らかの推論

を行う。Wald （1950） による統計的決定問題の枠組みでは，可能な行動 𝑑の集

合である決定空間 𝑑 ∈  𝐷を導入して，損失関数 𝐿(𝑑, 𝜃)が 𝑑と 𝜃 ∈  𝛩に対して

定められ，観測値 𝑥の関数 (decision rule) 𝑑 =  𝛿(𝑥)をどう定めるかという問題

に帰着する。損失の期待値（リスク）𝑅(𝜃, 𝛿) = 𝐸[𝐿(𝛿(𝑥), 𝜃) | 𝜃] =∫𝑋 𝐿(𝛿(𝑥), 𝜃)

𝑝(𝑥 | 𝜃) 𝑑𝑥は未知の 𝜃に依存するため，ミニマックス基準などによって最適な
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𝛿が選ばれる必要がある。この枠組みは極めて広く， Lehmann （1959） は， 決定

問題の特別な場合として，母数の推定問題や，仮説検定の問題を導いている。

　ベイズ統計では，さらに母数空間 𝛩上に設定される事前分布 𝑝(𝜃)が導入さ

れ，損失関数よりも効用関数 𝑈(𝑑, 𝜃)が用いられることが多い。

　Savage （1954） のような正統的なベイズ統計では，事前分布とデータからベ

イズの定理を用いて事後分布 𝑝(𝜃 | 𝑥) = 𝑝(𝑥 |  𝜃)𝑝(𝜃)/𝑝(𝑥)を求める。ここで

𝑝(𝑥) = ∫𝛩 𝑝(𝑥 | 𝜃)𝑝(𝜃) 𝑑𝜃である。次に，与えられた効用関数にもとづいて，

行動 𝑑が事後期待効用

 �
𝛩

𝑈(𝑑, 𝜃)𝑝(𝜃 |  𝑥) 𝑑𝜃 � （A1）

を最大にするように決定される。このように，ベイズの手法においてはモデル

が与えられ，事前分布 𝑝(𝜃)と効用関数 𝑈(𝑑, 𝜃)が定められた後は計算だけの問

題となる。特に（A1）では 𝑥が固定されているから，決定関数 𝑑 =  𝛿(𝑥)が明

示的に与えられる。

　以下， ベイズ統計の論理性と， 標本理論の持つ問題点に関する議論を紹介する。

　Lindley （1972） などのいう整合性 （coherence） は，意思決定者の合理的行動

に関する公理から，事前分布 𝑝(𝜃)と効用関数 𝑈(𝑑, 𝜃)の存在，および事後期待

効用 𝐸(𝑈 | 𝑥) を最大にする行動 𝑑が選ばれる，という結論が整合的に導かれる

ことを指す。事前分布の存在は，少くとも有限な母数空間については簡単な公

理から導かれる。現実の問題はもともと離散型だから，事前分布の存在を仮定

することは十分な根拠を持つ。

　効用関数 𝑈が未知，あるいはその評価に手数がかかる場合には，ひとまず

事後分布を評価することがベイズ統計の基本的な課題であり，将来，適当な効

用関数が与えられたときには，事後期待効用は容易に評価できる。

　整合性の考え方に対して，データのもつ情報を十分に引き出すために，なる

べく個人的な主観の入り込む余地のない事前分布を採用し，効用関数は特定化

しないという立場がある。Jeffreys （1967） や Box and Tiao （1973） の主張が，そ

のようなものである。この立場では，情報を持たない事前分布（non-informative 
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prior） を仮定する。この考え方は，データの持つ情報を十分に引き出すことを

目的とするデータ解析学派 （data analysis school） とも近い。さらに，モデルに

関するある種の情報を表現する「情報のある事前分布」を利用する手法は，き

わめて実用的であり，筆者は ［2, 3, 6, 8, 9, 10, 12］ でもそのような例を取り上げ

ている。

　標本理論においては，結果的に特定の効用関数と事前分布を仮定した場合の

ベイズ統計の解を求めることになるのが通例である。推定問題においては，こ

の決定方式 𝑑 =  𝛿(𝑥)は，ベイズ推定量 （Bayes estimator） と呼ばれる。このよ

うな解は効用関数に依存するから，標本理論の手法は，主観的な判断が明示さ

れていないだけで，実際には恣意的な性格を持っている。

　上述のように，ベイズ統計の体系が公理から整合的に導かれるのに対して，

標本理論は雑多な手法の寄せ集めであり，その結果として多くの論理的な矛盾

が発生する。以下に指摘する例は［2］で紹介した事例の一部であるが，いず

れもベイズ統計では矛盾なく解決されている。

例　不偏性　すべての 𝜃に対して 𝐸(𝑇(𝑋) | 𝜃) = �
𝑋

𝑇(𝑥)𝑝(𝑥 |  𝜃)𝑑𝑥 =  𝜃が成立す

るとき，ある統計量 𝑇(𝑥)は 𝜃の不偏推定量と呼ばれる。ここで，積分が標本

空間 𝑋に依存しているため，この基準は標本空間の選び方に依存する。次の

例は広く知られている。

　成功の確率を 𝜃(0 < 𝜃   < 1)とする 𝑛回のベルヌーイ試行列において，𝑟回の

成功が観測されたものとする。𝑛を固定してデータを観測すると，このモデル

は二項分布となり，𝑟が確率変数，𝑋 =  {0, 1, · · ·   , 𝑛} となる。この場合，𝜃の不

偏推定量は 𝜃̂ = 𝑟/𝑛で与えられる。

　一方，𝑟を固定したときは 𝑛を確率変数とする負の二項分布で 𝑋 =  {𝑟, 𝑟 + 1, 

· · · }となる。この場合には 𝜃の不偏推定量は 𝜃̂*= (𝑟 −  1)/(𝑛 − 1)となる。

　𝜃̂*の不偏性は周知の展開式

∞∑
k=0

(
k + 1− 1

k

)
(1− θ)k = θ−r
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から，次のように確かめられる。ただし以下では 𝑘 = 𝑛   − 𝑟, 𝑟′ = 𝑟 −1とおく。

E

[
r − 1

n− 1

]
=

∞∑
n=r

r − 1

n− 1

(
n− 1

r − 1

)
(1− θ)n−rθr =

∞∑
k=0

(k + r − 2)!

k!(r − 2)!
(1− θ)kθr

=

[
∞∑

k=0

(
k + r′ − 1

k

)
(1− θ)k

]
θr = θ−r′ θr = θ

　特に 𝑟 =  1の場合の幾何分布では，𝜃̂*は，𝑛 = 1  のとき 𝜃̂*= 1, 𝑛 ≥ 2のとき

𝜃̂*= 0と定められる。この分布は指数分布族だから，これが唯一の不偏推定量

である。その不自然さについては改めて指摘する必要もないであろう。

　ところで，この例は，標本理論が利用する「不偏推定量」では「強い尤度原

理」が必ずしも成立しないことを意味している。ベイズ統計では，事後分布に

よる情報の集約が唯一の原理にしたがって処理されているが，標本理論では問

題の性質によって，不偏性，一致性，最小分散不偏性など，多くの基準が導入

されており，強い尤度原理もその一つである。ここでは，次の紹介に留め，そ

の意義などの詳細な解説は［2］に譲る。

　「弱い尤度原理」は同じ確率分布 𝑝(𝑥 | 𝜃) にしたがう 2組の観測値 𝑥1 = {𝑥1𝑖} 

(𝑖 =  1, . . .   , 𝑛1), 𝑥2 = {𝑥2𝑗} (𝑗 =  1, . . .   , 𝑛2)について，それらの尤度関数が比例的

𝑝(𝑥1 | 𝜃) ∝ 𝑝(𝑥2 | 𝜃) であれば 𝑥1と 𝑥2は同じ推論を導くことを要求する。この

原理は，最小十分統計量を用いる推論と同等である。

　「強い尤度原理」とは，異なった確率分布に従う確率変数 𝑥, 𝑦についても，

それらの尤度関数に 𝑝(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 | 𝜃) ∝ 𝑝(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 | 𝜃)という比例関係がなりた

つときは両者の推論が一致することを要求するもので，弱い尤度原理よりも厳

しい条件である。二項分布と負の二項分布の例では尤度関数が比例的である

が，不偏性は強い尤度原理を満たしていない。他方，ベイズ統計では，事前分

布が同一なら事後分布は一致するから，強い尤度原理が成立する。

　「条件性の原理」は，ある確率変数の分布が母数 𝜃に依存しないとき（これ

を補助統計量と呼ぶ），𝜃に関する推論では，補助統計量の値を固定した条件

付き分布を用いることを意味する。例として，ある物体の特性 𝜃を測定する
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のに，異なる器具を乱数 𝑧 ∼  𝑈(0, 1)で無作為に選び，𝑧 <  1/2 のとき 𝑥 ∼  𝑁(𝜃, 

𝜎2
1)， 𝑧 > 1/2 のとき 𝑥 ∼  𝑁(𝜃, 𝜎2

2)とする場合，使った器具を知って推論を行う

のであれば当然の原理である。

　このような基本的と思われる原理について，標本理論で生じる多数の矛盾に

ついて，［2］で紹介している。結論として，個々の問題に応じて適用される原

理の数を増すことによっては，標本理論の本質的な欠陥を取り除くことはでき

ない。

例　停止規則　標本理論では，一般に弱い尤度原理と条件性の原理は認める
が，強い尤度原理は認めない。実際は，Birnbaum （1962） がこれらの原理の同

等性を示しているにもかかわらず，この原理を認めない理由の例は次のとおり

である。

　いま 𝑥1, · · · 𝑥𝑛を正規分布 𝑁(𝜃, 1) からの標本として，仮説 𝐻0 : 𝜃 =  0を対立

仮説 𝐻1 : 𝜃 ≠  0に対して検定する。有意水準を 𝛼とすれば，棄却域は |𝑥�| < 

𝑐/√𝑛で与えられる。ただし，𝑐は標準正規分布の上側 100𝛼/2%点である。

　強い尤度原理によれば，母数に依存しない停止規則を用いる限り，どのよう

な手順で標本を抽出しても結論は変わらない。ところが標本平均 𝑥�がその限

界 𝑐/√𝑛を超えるまで標本抽出を続けると，実際に 𝜃 = 0   が正しいときでも，

確率 1で限界に到達する。したがって，強い尤度原理は常に誤った結論を導

く。これが，強い尤度原理，およびこの原理が結論として導かれるベイズ統計

を批判する例として広く用いられる。しかし，この例は逆に標本理論の欠陥を

端的に示したものであることを Jeffreys ［40］ が示している。この話題は後に事

前分布の節で取り上げる。

　多くの論理的矛盾にもかかわらず，標本理論は広く用いられ，一定の成果を

あげてきた。しかし Pratt ［54］ およびその論文に対する Lindleyのコメントに

よれば，これは標本理論が正しいことを意味するのではなく，標本理論の解

は，ある種の問題についてはベイズ統計の解の近似になっている，という偶然

によるものと説明される。実際， ［54］ では，不偏推定量，信頼区間，仮説検定

などが，適当な条件の下でベイズ統計の近似的な解として導かれることが示さ
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れている。

　実用上最も重要な結果は，正規線形回帰モデルにおける信頼区間がベイズ統

計の最大事後密度域 （highest posterior density region, HPD 域） として解釈できる

ことであり，多くの実用的な問題において標本理論は近似的に正しい答を導い

ている。他方，複雑なモデルになると，ベイズ統計の柔軟性と比較して標本理

論の手法を利用することは困難になる。このことは美添もいくつかの例で具体

的に明らかにしている。

A.2.　事前分布
　最近では，事前分布 𝑝(𝜃)の利用は広く認められているようで，否定的な議論

は少なくなった。主観確率に関しては，いくつかの正当化できる根拠がある。

精密測定　Savage ［64］ および Edwards，Lindman and Savage ［27］ によって安

定的推定の原理 （principle of stable estimation） と呼ばれ，ときに precise mea-

surementとも呼ばれる定理によれば，任意の事前分布 𝑝(𝜃) > 0に対して，そ

れが適当に滑らかであれば，標本サイズが大きくなるにつれて事後分布は母数

の真の値に集中することが示される。したがって，標本が大きいときは，事前

分布の多少の差は結論に影響しない。ここで重要なのは真の値について 𝑝(𝜃) 

= 0とはならないという点である。真の 𝜃 =  𝜃0について 𝑝(𝜃0) = 0であれば，

常に 𝑝(𝜃0 | 𝑥) = 0となって，データの情報が事後分布に反映されない。これは

自明なようだが，広い分布族を対象とするモデルが要求される場合には，

𝑝(𝜃0) = 0となっていることが少なくない。たとえば頑健性の問題で，正規分

布より広い分布族を扱うべき場合に正規分布のみを想定することは，他の分布

の事前確率をゼロとすることを意味している。

情報のない事前分布　Bayes ［18］ は，二項分布の母数 𝜃 (0 < 𝜃   < 1)に関して

無知の状態を表現するのに，事前分布として一様分布 𝑝(𝜃) = 1 (0 < 𝜃 < 1)を

採用した。これに対して，もし 𝜃に関する無知の状態を一様分布で表わすな

ら，同様に無知である 𝜃2に関する一様分布ではいけないのか，という問題が

ある。
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　一つの回答は Jeffreys ［40］ による不変事前分布であり，さらにわかりやすい

形で translation invarianceという名称で Box and Tiao ［20］ が論じているもので，

母数が多次元の場合でも適用可能である。

　Jeffreysの考え方は，母数 𝜃に関する事前分布を 𝜙 = 𝜙 (𝜃)という母数に変換

したとき，𝜙に関する事前分布の表現が不変になるように事前分布の関数形を

定める，というものである。その近似的な解は，𝐼(𝜃)を Fisherの情報行列

I(θ) = E

[(
∂ log p

∂θ

)(
∂ log p

∂θ

)′]

とするとき 𝑝(𝜃) ∝ |𝐼(𝜃)|1/2で与えられる。実際に 𝑝(𝜃)から 𝜙の事前分布 𝑝(𝜙)

を求めると 𝑝(𝜙) ∝ |𝐼(𝜙)|1/2となって，その関数形は不変であることが確かめ

られる。一般にはこの分布は Θ上で積分すると発散するが，その場合，事前

分布は improperと呼ばれる。

　この事前分布の意味は，Box and Tiao ［20］ によれば次のように解釈される。

データ 𝑦の値が変化すれば尤度関数 𝑝(𝑦 | 𝜃)も変化するが，適当に 𝜙(𝜃)を選

ぶことにより 𝜙に関する尤度関数の形が位置を除いて不変であるようにでき

たとする。このとき 𝜙の事前分布として一様分布を仮定することは合理的で

あろう。一般には尤度関数を正確に不変とすることはできないが，近似的に不

変とすることはできる。このとき𝜙の一様分布を 𝜃に変換すれば，それが Jeffreys

の不変事前分布となる。

共役事前分布　観測値が指数分布族

p(x | θ) = a(θ)b(x) exp

{
m∑
i=1

ϕi(θ)Ti(x)

}

に従う場合は，事前分布を

p(θ) ∝ {a(θ)}α0 exp

{
m∑
i=1

αiϕi(θ)

}

とおくのが便利である。ここで 𝛼0 · · · , 𝛼𝑚は超母数 （hyper parameter） と呼ばれ
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る。この形の分布は，事後分布の関数形が事前分布と全く変らず，超母数だけ

が変化する。このような事前分布を，データの分布に対して共役 （conjugate） 

という。

　通常は，母数に関する情報は正確な関数形で与えられるわけではなく，平均

やちらばりというもっと弱い形で与えられるものだから，数学的に扱いやすい

形で近似するのが合理的である。上述の精密測定の原理によって，この近似を

安心して採用することができる。

　ところで共役事前分布は，情報のない状態から出発して，いくつかのデータ

を観測した後の状態と考えることもできる。過去のデータによって得られた事

後分布は，今後の分析に際しては事前分布として用いられることになるが，情

報のない事前分布が 𝛼0 = · · · = 𝛼𝑚 = 0で近似されるならば，データを観測した

後の事後分布は，十分統計量を超母数とする共役分布となることが容易に導か

れる。実用的な指数分布族とそれに共役な事前分布の形は，ベイズ統計がほと

んど受け入れられていなかった時期から Raiffa and Schlaifer ［57］ にまとめられ

ている。なおこの本は Harvard Graduate School of Business Administration （通称

Harvard Business School） の教材として利用されたもので，その後のベイズ統計

学に関する教育的な内容は Pratt, Raiffa and Schlaifer ［56］ に整理されている。

A.3.　情報の利用
　母数に関して何らかの先験的情報を持っている場合は，実際にも少なくな

い。このようなときに標本理論を用いると，そのような情報の確からしさを表

現することが難しく，結局，母数に関するある制約条件を完全に正しいものと

して扱うか，あるいは全く無視するかの選択を迫られる。その結果，いずれに

しても十分なデータ分析は妨げられる。このような例に，線形モデルにおける

線形制約の問題，連立方程式体系における識別条件の問題，Behrens-Fisher問

題，分散分析における変量模型の問題などがある。

　以上の例については，ベイズ統計の手法によって，従来十分に解明されてい

なかった本質的な問題を明らかにすることができる。それは，与えられた先験
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情報を母数に関する制約式についての確信の度合を表現する事前分布で表現す

ることによって可能となる。Box and Tiao ［20］ が Behrens-Fisher問題や分散分

析の変量模型を例として指摘するとおり，事後分布 𝑝(𝜃 | 𝑥) ∝ 𝑝(𝑥 |  𝜃) 𝑝(𝜃)を

通じて，データ情報 𝑝(𝑥 | 𝜃)と，先験的な情報 𝑝(𝜃)の両者がどのように結論

に影響しているかを明確にできることが，ベイズ統計の大きな長所である。

補論 B.　二項分布とベータ分布の関係
　この節は美添 ［12］ に記した内容の引用である。ベイズ統計における共役な

分布という関係があるこれらの分布には，よく知られた関係がある。そのため

にテイラーの公式の積分表示を利用する。

 f(b) = f(a) +

m∑
r=1

1

r!
f (r)(a)(b− a)r +

1

m!

∫ b

a

(b− t)mf (m+1)(t) dt  （2.26）

区間 (0, 𝑥)に対して，この公式を 𝑓(𝑥) = (1 + 𝑥)𝑛に適用すると

 (1 + x)n = 1 + nx+
n(2)

2!
x2 + · · ·+ n(m)

m!
xm +R =

m∑
r=0

(
n

r

)
xr +R (B1) （B1）

を得る。ここで

R =
n(m+1)

m!

∫ x

0

(1 + t)n−m−1(x− t)m dt

であり，

n(r) = n(n− 1) · · · (n− r + 1) =
n!

(n− r)!

という記法を用いている。ところで，ガンマ関数 Γ(𝑛 +  1) = 𝑛!とベータ関数

の関係 𝐵(𝑝, 𝑞) = Γ(𝑝)Γ(𝑞)/Γ(𝑝 +  𝑞)を用いると

n(m+1)

m!
=

n!

m!(n−m− 1)!
=

1

B(m+ 1, n−m)

が導かれる。ここで，簡単のためにこの定数を 𝐵−1と表す。一方，𝑌 ∼ 𝐵(𝑛, 𝜃)
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に対して

Pr(Y ≤ m) =

m∑
r=0

(
n

r

)
θr(1− θ)n−r = (1− θ)n

m∑
r=0

(
n

r

)(
θ

1− θ

)r

だから，𝑥 =  𝜃/(1 − 𝜃)とおくと 1 + 𝑥 =  1/(1 −  𝜃)となり，上式の右辺を（B1）

式と比較することによって次式が得られる。

　　Pr(Y ≤ m) = (1− θ)n
{
(1 + x)n −B−1

∫ x

0

(1 + t)n−m−1(x− t)m dt

}

= 1−B−1(1− θ)n
∫ x

0

(1 + t)n−m−1(x− t)m dt

　　

Pr(Y ≤ m) = (1− θ)n
{
(1 + x)n −B−1

∫ x

0

(1 + t)n−m−1(x− t)m dt

}

= 1−B−1(1− θ)n
∫ x

0

(1 + t)n−m−1(x− t)m dt

さらに 𝑥 − 𝑡   = 𝑢/(1 −  𝜃)とおくと，𝑢 =  (1 −  𝜃)(𝑥 −  𝑡) = (1 −  𝜃)𝑥 − (1 −  𝜃)𝑡 = 𝜃 − 

(1 − 𝜃) 𝑡, 𝑡 = (𝜃 − 𝑢) /(1 −  𝜃), 𝑑𝑡 =   − 𝑑𝑢/(1 − 𝜃),および 1 + 𝑡 =  (1 −  𝑢)/(1 − 𝜃)

となるから，

Pr(Y ≤ m) = 1−
∫ θ

0

B−1um(1− u)n−m−1 du

が得られる。この式の被積分関数はベータ分布 Be(𝑚 +  1, 𝑛 − 𝑚)の密度関数そ

のものである。以上をまとめて，次の関係が得られる。

命題 1　𝑝(𝑦 | 𝜃) を 𝐵(𝑛, 𝜃)の密度関数，𝑔(𝑢 | 𝑝, 𝑞)を 𝑢 ∼  Be(𝑝, 𝑞)の密度関数と

するとき，

 
m∑

y=0

p(y | θ) =
∫ 1

θ

g(u | m+ 1, n−m) du

n∑
j=m+1

(
n

j

)
θj(1− θ)n−j =

∫ θ

0

um(1− u)n−m−1

B(m+ 1, n−m)
du

m∑
j=0

(
n

j

)
θj(1− θ)n−j =

∫ 1

θ

um(1− u)n−m−1

B(m+ 1, n−m)
du

 （B2）

　定理 7の証明にある （2.23） 式は，この式を次のように変形し，記号を書き

替えれば導かれる。

m∑
y=0

p(y | θ) =
∫ 1

θ

g(u | m+ 1, n−m) du

n∑
j=m+1

(
n

j

)
θj(1− θ)n−j =

∫ θ

0

um(1− u)n−m−1

B(m+ 1, n−m)
du

m∑
j=0

(
n

j

)
θj(1− θ)n−j =

∫ 1

θ

um(1− u)n−m−1

B(m+ 1, n−m)
du

下限に対応する式は（B2）を直接適用して次の形に表したものである。

m∑
y=0

p(y | θ) =
∫ 1

θ

g(u | m+ 1, n−m) du

n∑
j=m+1

(
n

j

)
θj(1− θ)n−j =

∫ θ

0

um(1− u)n−m−1

B(m+ 1, n−m)
du

m∑
j=0

(
n

j

)
θj(1− θ)n−j =

∫ 1

θ

um(1− u)n−m−1

B(m+ 1, n−m)
du
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