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1．はじめに
　金融資産価格は，政治，経済，金融市場など様々な要因の影響を受け変動する．従って，機関投資

家など金融資産を保有し運用する主体は，それらの情報から有効なファクターを取捨選択し，資産選

択の意思決定に利用することが求められる．学術的にも，Arbitrage Pricing Theory（Ross （1976））の

登場以降，Huberman （1982），Connor （1984）など，ファクターモデルを前提としたポートフォリオ

選択の議論が展開され，Chen, Roll and Ross （1988），Fama and French （1993）など，多くの実証研究

が蓄積されてきている．

　ポートフォリオ選択においてファクターモデルを利用する際，採用するファクターは，資産価格変

動に対する説明力の高いものが求められるが，そのようなファクターの利用によりポートフォリオの

パフォーマンスが改善される保証はない．個別ファクターの説明力とパフォーマンスの関係は単純な

構造では無く，ファクターの利用が追加的なモデルの推定リスクを生み，パフォーマンスを悪化させ

る可能性も否定できない．

　そこで本稿では，金融リスク資産の超過リターンベクトルに多変量 t分布を仮定し，線形モデルを

利用したポートフォリオ選択において，ファクターの説明力とパフォーマンスの関係について考察す

る．ここで，超過リターンに多変量 t分布を仮定する理由は，Fergusson and Platen （2006）や Stuart 

and Ord （1994）などの実証分析結果に依っている．Fergusson and Platen （2006）は，世界各国の株式

インデックスを対象に，幾つかある Heavy-tailed distributionの中で Student t distributionが最も実際

のデータに適合しているという検証結果を報告している．リスク資産のリターンが，正規分布より裾

の厚い分布に従うことが現実である以上，リスク管理などの観点からも，実際に即した議論が必要で

ある（e.g. Rachev et al. （2005））．

　本稿の構成は次の通りである．先ず第 2節で，鹿島（2015）の議論に即し，問題設定を行った上で，

ポートフォリオのパフォーマンスに相当する Sharpe ratioを与える．次に，第 3節で，ファクターの

効果と Sharpe ratioに関する関係式を導出し，第 4節で，導出した関係式を用い，ファクターの説明

力とパフォーマンスの関係を数値的に検証する．

2．設定
　本節では，議論の前提であるポートフォリオ選択問題の設定を行う．尚，この設定は，鹿島（2015）

に即した内容である．先ず，投資対象は 個のリスク資産 と 1つの安全資産とする． リス

ク資産の超過リターン生成モデルとして Stochastic Representation（Gupta and Varga （1993） Theorem 

2.5.2）を用い，以下を仮定する．

（1）

ここで， は リスク資産の第 期の超過リターンを表す確率変数ベクトル ，

記号 は確率分布が同一であることを意味し， は第 期首に観測可能な 個のファ

クターを表すベクトル， はファクター感応度を表す未知パラメータで ， は超
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過リターンの分散共分散行列を表す未知パラメータで 次正値定符号行列， ，

は と独立な確率変数で，以下の密度関数を持つものとする．

ここで， ．このとき， は自由度 の多変量 t分布に従う（Gupta et al. （2013） Theorem 4.7, 

Remark 4.4 and Example 4.3）．この分布は，前述の通り，多変量正規分布より heavy-tailedであり，

また，上記の仮定において， は互いに相関 0だが，独立ではなく，実証分析結果に即し

たモデル設定となっている（e.g. Bodnar and Gupta （2009））．

　今，第 期首を現在時点とし，第 1期から第 期 までの観測データ

によってモデルのパラメータ推定を行い，その推定量を用いて 期首時点にポートフォリオを選

択するものとする．ここで， ， とする．尚， は期首に観測される為，

ポートフォリオ選択時に利用可能となる．リスク資産のポートフォリオ は，所謂，接点ポー

トフォリオにパラメータの推定量をプラグインした

（2）

で与える．ここで，

（3）

（4）

とする．Gupta and Varga （1993） Theorem 9.1.1より，（3），（4）はそれぞれ ， の最尤推定量である．

はレバレッジ調整の為に任意に選択可能な実数値としている．リスク資産 と安全資産のポー

トフォリオにより 期末に得られる超過リターン は と表すことができ，この期待値と分

散は，鹿島（2015）より，以下の通りとなる．

（5）

（6）

ここで，
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今， と は の影響を大きく受けている為，この影響を観測期間で平準化するべく，

を仮定する．このとき，以下を得る．

（7）

ここで，

が理論上の Sharpe ratio， が実際の Sharpe ratioであり，常に であるが， を大きくするこ

とで推定リスクが抑制され は に収束する．ファクターに関する情報はこの に集約されている

が，ここには線形モデルにおける定数項の効果も含まれる為，実質的なファクターの効果が明らかで

ない．次節でその点について考察する．

3．ファクターの効果
　本節では，前節の議論を受け，実質的なファクターの効果に関する関係式を導出する．その為に先

ず，記号を定義する． における 個 のファクターの内，第一項を定数項，第二項か

ら第 項の 個のファクターを で表し，実質的な情報を持った部分とする．具体的には以下の

通り．

ここで， は成分が全て 1の列ベクトル， は 行列であり，標準化された時系列デー

タ，即ち， であるものとする．尚， とする．そして， の推定量として

と に最尤推定量をプラグインしたものを

（8）
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と書き， の関数と捉える．更に，以下の記号を与える．

（9）

（10）

（11）

このとき， に対し，以下が成立する．

命題1．

（12）

ここで，

（13）

証明．（3）及び補助定理 1より，以下を得る．

（14）

従って，（8）より以下を得る．

（15）

故に，補助定理 2より以下を得る．

（16）

ここで，

（17）

及び，
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（18）

であることから（16）より以下を得る．

（19）

更にここで，

（20）

（21）

及び，補助定理 3より，（19）から以下を得る．

（22）

ここで，

（23）

及び，

（24）

であることから，（22）より（12）を得る．□

命題 1を利用し，ファクターの効果を検証したいが，その場合， や を具体的に与える必要があり，

一般性の高い検証が困難である．そこで，以下の不等式を与える．

命題2．

（25）

ここで，
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（26）

行列 のノルムは で定義する（e.g. Harville （2008））．

証明．シュワルツの不等式より

（27）

及び，

（28）

を得る．今，

と書けるので，シュワルツの不等式と（28）及び補助定理 3から，以下を得る．

（29）

他方，（27），（29）及びシュワルツの不等式より，

（30）

及び，

（31）

を得る．以上（28）～（31），及び命題 1より，

（32）

つまり，（25）が証明された．□
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命題 2は，シングルファクターモデル，即ち の場合，極めてシンプルなものとなる．

命題3．

， のとき，

（33）

証明． のとき， である為，

故に，命題 2より，以下を得る．

（34）

以上で本命題が証明された．□

本稿では，この をファクターの説明力と位置付ける．定義から明らかな通り，投資ユニバースの

リスクに対するリターンの比率を計る尺度となっていることがその理由である．また，別の表現を使

えば，この はファクターの Sharpe ratioと見ることもできる．

4．数値的検証
　本節では，前節の結果を利用し，数値的にファクターの説明力とパフォーマンス改善率の関係を検

証する．パフォーマンス改善率を以下で定義する．

（35）

ここで，



青山経営論集　第 53巻　第 1号

34

ここまでの議論から明らかなように， は，ファクターの使用による Sharpe ratioの改善率の上限を

意味している． を の関数として捉えることで，実際の Sharpe ratioを改善する為に，最低限どの

程度の説明力がファクターに求められるかを確かめることができる．

　Graph A1～4は， ，即ち，超過リターンベクトル が自由度 4の多変量 t分布に従う場合に

として検証した結果である． としている理由は，Fergusson and Platen （2006）や Stu-

art and Ord （1994）などの実証分析結果に依っている．先ず，Graph A1は の数値レベルを表して

いる．対応する の値に応じ はそれより常に低い値を示していることが分かる． に比べ は，

推定リスクの分，ディスカウントされている為である．そして，その傾向は，リスク資産数 が多

いほど顕著であることも分かる．これらの の値を基準に，ファクターの効果について検証した結

果が Graph A2～4である．これら 3つのグラフは何れも縦軸が改善率 ，横軸がファクター説明力

である．

Graph A2Graph A1

Graph A4Graph A3
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　これらの結果から次のことが確認できる．小さな では は正にできず，その傾向は， ， が

大きいほど顕著である．資産数が多く推定リスクが大きくなる状況下では，ある程度十分な説明力を

持ったファクターを使わなければ，実際のパフォーマンスを改善するに及ばず，むしろ逆効果である

ことを示唆している．また，マーケットの状況が良い場合には， も相対的に高いものでなければ，

パフォーマンスの改善に繋がらないことも分かる．例えば，Graph A4の のケースで言えば，

であり，パフォーマンスを改善するには，少なくとも の説明力が必要である

ことが分かる．
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　上記と同様の検証を の場合に行った結果が，Graph B1～4である．

Graph B1 Graph B2

Graph B3 Graph B4
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全体として， の場合と同様の傾向が見られるが， の場合は， を正値にする為に要

求される のレベルが， の場合ほど高くない．データ数が多い分，推定リスクが抑制された

為であろう．しかしながら， 程度の十分なデータ数を想定した場合であっても，パフォー

マンス改善には一定水準以上の説明力が求められることが確認できる．例えば，Graph B4の

のケースで言えば， であり，パフォーマンスを改善するには，少なくとも の

説明力が必要であることが分かる．

5．結論
　本稿では，金融リスク資産の超過リターンベクトルに多変量 t分布を仮定し，線形モデルを利用し

たポートフォリオ選択において，ファクターの説明力 とパフォーマンス改善率 の関係について

調査した．その結果，それぞれの状況に応じ，一定水準以上の説明力を持つファクターを使用しなけ

れば，パフォーマンスの改善は望めないことが確認できた．具体的には， の説明力でもパ

フォーマンスを改善するに至らないケースも確認できた． の数値レベルについては，一概に高低

を議論することは難しい．ただ， はその構造上，ファクターの Sharpe ratioと見ることもできるた

め，例えば，Lo （2002）の実証分析結果と比較した場合，1つのファクターによって生み出される

Sharpe ratioが 0.35を上回ることは，それほど容易なレベルでないと見ることもできる．

　運用パフォーマンスの向上に有効なファクターを選別するには，ファクターとリスク資産リターン
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の相関を投資ユニバースで統合した のような尺度を用いる必要があるが，ファクターの説明力だ

けでパフォーマンスの改善を語ることはできず，モデルの推定リスクも加味した慎重な判断が求めら

れる．

6．補足
　命題の証明に必要な補助定理を以下で与える．

補助定理1．

， ， をそれぞれ，

とするとき，以下が成立する．

（36）

証明．今， としているので

従って，

即ち，補助定理を得る．□

補助定理2．

（37）

証明．補助定理 1， ， ，及び（11）より明白．□

補助定理3．

とするとき，

（38）

証明． のとき， ， ．よって（8）より明白．□
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