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要旨

今日量子多体系の示す物理現象の解析において、量子情報理論に基づくアプローチが有効に用いられている。例えば
量子 Hall効果におけるトポロジカル秩序相は磁化などの秩序変数を定義することが不可能であり、異なるトポロジカ
ル秩序相間の量子相転移は対称性の破れを伴わないため、従来の Ginzburg-Landau理論 [1]では説明できない。しか
し秩序変数ではなく「量子状態そのもの」が保持する量子情報量であるエンタングルメントエントロピーに着目するこ
とによって、Ginzburg-Landau 理論の枠組みを超えた汎用性の高い量子相の特徴付けが可能となった [2, 3]。我々は
「量子状態そのもの」を数学的に密度行列を用いて表すことができ、系の密度行列がわかれば原理的にエンタングルメ
ントエントロピーをはじめとする種々の量子情報量を得ることができる。しかし一般的な固体物質系では密度行列の構
築は困難である。一方、光格子中の冷却原子気体系 [4]、イオントラップ系 [5]をはじめとする人工量子系では、その高
いクリーンネスと制御性を活かし、同一の量子状態を準備して様々な物理量の測定を繰り返すことによって密度行列
の再構築が行われている。これを量子状態トモグラフィー（quantum state tomography, QST）と呼ぶ。とはいえ、
QSTは粒子数に関して指数関数的に増大する実験コストによりスケールアップが困難である。更には、粒子毎に異な
る量子化軸の回転操作は、光格子系の実験において現状の局所操作技術の分解能では特に困難とされる。
本研究では系の置換不変密度行列（permutationally invariant part of the density matrix, PIDM）に注目し、量子
多体系における PIDMの持つ役割を探索した。PIDMは、密度行列に対し全通りの粒子の置換を施したものを平均す
ることで得られる。QSTの文脈では、完全な密度行列の場合と異なり、PIDMの構築は多項式回数で可能であること
が知られている [6]。我々は、このスケーラブルに取得可能な量が量子相転移における基底状態の性質をどのように反
映するかを探索した。本論文では PIDMの（2次の）Rényiエントロピーを、密度行列繰り込み群法とテンソルネッ
トワークを用いて数値計算する手法を開発した。またこの数値計算手法を用いて、特に横磁場 Ising鎖とXXZ 鎖を例
に、基底状態に対して PIDMの Rényiエントロピーを計算した。結果として我々は、PIDMの Rényiエントロピーは
対称化操作によって空間構造の情報を捨てることで生じる不確かさ、すなわち元の量子状態が保持する空間構造の情報
を定量化していることを見出した。更に、量子相の差異が PIDMの Rényiエントロピーのスケーリング則の差異に反
映される可能性を見出した [7]。
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Abstract

It is becoming clear that the concepts originating from quantum information theory1are useful for the analysis

of quantum many-body physics. For example, topological ordered phases which appear in quantum Hall effect

can not be explained by conventional Ginzburg-Landau theory [1], because we cannot define any order parameter

and no symmetry breaking occurs. However, it has been shown that it is possible to characterize quantum

phases with high generality beyond the framework of the Ginzburg-Landau theory by considering entanglement

entropy, which is one of quantum information stored in the quantum state itself (density matrix) [2, 3]. We can

mathematically express a quantum state by a density matrix. Given the density matrix of a system, we can, in

principle, obtain quantum information about the system, including its entanglement entropy, when the system is

divided into two parts. However, in the field of solid state physics, experimentally obtaining the density matrix

of a system is challenging. In artificial quantum systems including cold atomic gases in an optical lattice [4],

trapped-ion systems [5], etc., the reconstruction of a density matrix of multi-qubit systems has been successfully

achieved by preparing the identical state repeatedly and measuring the various microscopic observables, taking

advantage of the cleanness and high controllability of such systems. This process is known as quantum state

tomography (QST). However, scaling up QST is hard due to the exponentially increasing cost with respect to the

system size. Moreover, especially in the experiments of cold atomic gases in an optical lattice, the local rotation

of quantization axes is hard within currently-available optical techniques.

In this work, we focus on the permutationally invariant part of the density matrix (PIDM), and investigate the

role of PIDM in quantum many-body systems. PIDM is defined as the average over all possible site permutations

of the density matrix. In the context of QST, it is recognized that PIDM requires only a polynomial number

of measurements, in contrast to the exponential cost associated with reconstructing a full density matrix [6].

We examine how this experimentally tractable quantity reflects the property of the ground state of the system

across a quantum phase transition. In this doctoral thesis, we develop a calculation method of second-order

Rényi entropy of PIDM using density-matrix renormalization-group algorithm and tensor network. Applying

this procedure, we compute the second-order Rényi entropy of PIDM for the ground state of the transverse-field

Ising and XXZ chains. As a result, we find that the Rényi entropy of PIDM quantifies the uncertainness raised

in discarding information regarding special structure by symmetrization, in other words, it quantifies the special

information of the original quantum state. Moreover, we obtain the insight that the difference of the scaling law

of the Rényi entropy of PIDM reflects the difference of quantum phases[7].
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5.2.2 容易軸異方性パラメータに対する PIDMの Rényiエントロピーの振舞い . . . . . . . . . . . . 82
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1

第 1章

イントロダクション

1.1 研究背景
相転移（phase transition）現象は我々の生活の中で馴染みがあるだけでなく、物理学者の間でも幅広い知見を与
えてくれる非常に興味深い物理現象として知られている。相転移とは、ミクロスケールの同種粒子（原子や電子など）
が無数に集まったとき、温度などの外部パラメータによってそのマクロな性質が変化する現象である。系全体でマクロ
な性質が同じである状態を相（phase）と呼ぶ。相転移はその名の通り、「相」が別の「相」へと「転移」する現象で
ある。一番有名な相転移の例は氷（固相）,水（液相）, 水蒸気（気相）の間の状態変化であろう。これらは全て水分
子の集合体であるにもかかわらず、温度や気圧というパラメータによって異なる相に変化する。他にも磁性原子（磁気
モーメントを持つ原子）の集合体である磁性体は、温度によって磁石の性質を持つ強磁性相と磁石の性質を持たない常
磁性相を示す。このように有限温度において起こる相転移は古典相転移（classical phase transition）、または単に相転
移と呼ばれる。一方、絶対零度において磁場などの温度以外のパラメータ変化に伴う相転移は量子相転移（quantum

phase transition）と呼ばれる。超伝導体において外部磁場の強さを変化させたときの超伝導-常伝導転移が有名な例で
ある。1980年頃まで、量子相転移を含めた相転移現象はギンツブルグ-ランダウ理論（Ginzburg-Landau theory,

GL theory）[1]によってすべて説明できると考えられていた。GL理論では、秩序変数（order parameter）ψを定
義し、ψ の関数として系の自由エネルギー f(ψ)を与える。そして相転移現象は f(ψ)の最小化に伴う系の対称性の破
れ（symmetry breaking）で説明することができ、各相は ψ によって特徴づけられる。例えば磁性体における常磁
性-強磁性転移では秩序変数 ψは磁化であり、温度によって f(ψ)の最小値を与える ψの値が変化する。高温では f(ψ)

は ψ = 0で唯一の最小値を取る関数であり、各磁気モーメントは無秩序な方向を向いているため回転対称性を保持し
ている。従ってマクロにみると磁性体の磁気モーメントはゼロとなり磁石の性質が失われる。これが常磁性相である。
温度を下げると f(ψ)はいわゆるワインボトル型（またはメキシカンハット型）の関数となり、最小値を与える ψ は有
限になる。従って、巨視的な数の磁気モーメントがある同一の方向を一斉に向き（回転対称性が破れ）、系全体で有限
の磁気モーメントを持つため磁石の性質を保持する強磁性相に転移する（図 1.1）。また超伝導-常伝導転移では秩序変
数 ψ は波動関数であり、磁場の強さに依って f(ψ)の形が変化する。高磁場では波動関数の位相に関する対称性である
ゲージ対称性を保持した常伝導相（ψ = 0）であり、低磁場では波動関数が有限の位相を獲得することでゲージ対称性
が破れ、超伝導相に転移する。
しかし、時代は進み GL理論を適用できない相転移現象が発見されることになる。1973年に発見された 2次元の古
典XY 模型におけるベレジンスキー-コステリッツ-サウレス転移（Berezinskii-Kosterlitz-Thouless transition,

BKT transition）[2]がその有名な例である。BKT転移では転移温度よりも高温側では単独の渦が無数に発生する
無秩序相が、低温側では渦と反渦が必ずペアで現れる準長距離秩序相が現れる。この 2つの相では自由エネルギーを記
述する秩序変数を定義することができず、BKT転移の前後で系の対称性は破れていないことが知られている。また量
子相転移でも、1980年に発見された量子Hall効果（quantum Hall effect）[3]において GL理論が適用できない
ことが分かっている。量子 Hall効果とは、半導体‐絶縁体界面や半導体のヘテロ接合などの 2次元の電子系に対して
垂直方向に極端に強い磁場を印加した際に起こる、横電気伝導率が量子化される現象である。ここで異なる横電気伝導
率を持つ状態間の相転移では対称性が破れておらず、秩序変数も定義することができない。この相転移はトポロジカル
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図 1.1 常磁性-強磁性転移における GL理論

相転移（topological phase transition）と呼ばれる*1。このように GL理論だけでは相転移現象を完全に理解する
ことはできないため、ブレイクスルーが必要であった。
そこで注目されたのが量子情報理論（quantum information theory）であった。情報理論（または古典情報理
論）とは、Claude Elwood Shannonによる論文『A Mathematical Theory of Communication』[4]を始まりとする
通信に関わる数学の理論であり、元々は物性物理学とは関係のない理論であった。1967 年、Helstrom は情報理論の
概念を量子力学に応用することを考え [5, 6]、量子情報理論の基礎を作っていった。その後の量子情報理論の発展に伴
い、2006年、Kitaevらはついに問題解決の糸口を見出したのである。Kitaevらは情報理論における Shannonエント
ロピーを量子力学に応用したエンタングルメントエントロピーという量に注目し、そのスケーリング則によってトポロ
ジカル秩序相を特徴づけられることを発見した [7, 8]。他にもエンタングルメントスペクトラムの構造は磁気秩序相と
Haldane相を区別することが示されている [9, 10]。エンタングルメントエントロピーをはじめとする量子情報量は秩
序変数になるような物理量とは異なり「量子状態そのもの」によって決まる量であり、GL理論における秩序変数と自
由エネルギーに替わる指標として注目されている。このように今や量子情報理論は量子物性物理学と切っても切り離せ
ない学問として理解されており、現在もなお量子物性物理学は量子情報理論との融合による発展が目覚ましい。特に、
素粒子論から物性理論、そして宇宙論といったスケールが異なる物理学が「量子情報」を合言葉に統一的に理解され始
めている*2（図 1.2）。量子状態は大きく分けて純粋状態と混合状態の二種類に分類される。純粋状態は一つの波動関
数（ケットベクトル）で表される状態で、原理的に取得可能な全ての情報を保持する量子状態である。対して混合状態
は、複数の異なる純粋状態がある古典的確率で混合している状態であり、情報に「不確かさ」が残る量子状態である。
混合状態を含めた量子状態は密度行列（density matrix）によって表すことができる。密度行列は系の大きさに関し

*1 BKT転移は古典的なトポロジカル相転移である。
*2 ベッケンシュタインとホーキングが発見したブラックホールのエントロピーの公式が有名な例であろう。ブラックホールはアインシュタイン
の一般相対性理論から導かれる興味深い解の一つであり、その内部の情報は外部から取り出すことはできない。そのため、ブラックホールに
なる前にもともと星が持っていた情報量はブラックホール内に隠れていると期待される。この隠れた情報量をブラックホールのエントロピー
と呼び、SBH = kBc

3ABH/4Gℏ（ABH はブラックホールの表面積）で与えられる。この公式の美しくかつ興味深い点は、それぞれ一般相対
論、量子力学、電磁気学、統計力学における基本的な物理定数である、重力定数 G、ディラック定数 ℏ、真空中の光速 c、ボルツマン定数 kB
が一つの式の中に現れている点であり、まさにスケールの異なる多分野を情報理論によって統一的に理解する必要があることを示唆している。
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て指数関数的に大きくなる行列であり、例えば L qubit系の密度行列は 2L × 2L 行列となる。量子力学ではエルミー
ト行列（エルミート演算子）は観測可能な量であり、エルミート行列である密度行列も観測可能である。より正確に
は、密度行列自体を観測することは不可能であるが、適当な物理量の観測データから「再構築」することが可能であ
る。これが量子状態トモグラフィー（quantum state tomography, QST）[11, 12, 13, 14]と呼ばれるプロトコル
である。QSTでは同一の量子状態を準備し、適当な多体相関関数を測定するプロセスを何度も繰り返すことで一つの
密度行列を再構築する。固体物質系では同一の状態を何度も準備することが困難であるため QSTも困難である。そこ
で注目されているのが光格子中の冷却原子系 [15, 16, 17, 18]やイオントラップ系 [19, 20]をはじめとする人工量子系
（artificial quantum systems）である。人工量子系ではそのクリーンネスと各種パラメータの高い制御性を活かし
て、QSTが実際に行われている。このようにして密度行列が与えられると、我々は原理的にエンタングルメントエン
トロピーをはじめとする種々の量子情報量を計算することができる。

図 1.2 物性理論と情報理論の融合の歴史

とはいうものの、密度行列は系を構成する粒子数に関して指数関数的に大きくなる行列であるため、QSTでも指数関
数的な実験コストがかかってしまう。また多体相関関数を測定する際に必要となる、粒子毎の量子化軸の回転操作は、
光格子中の冷却原子系において現状の実験技術では不可能である。このように現実問題 QSTのスケールアップは残念
ながら困難である。本研究では QST の抱えるスケーラビリティに関する問題に対して、置換不変量子状態トモグラ
フィー（permutationally invariant quantum state tomography, PIQST）[21, 22, 23]に着目した。PIQST

は密度行列の代わりに置換不変密度行列（permutationally invariant part of the density matrix, PIDM）
を構築するプロトコルである。PIDMは、密度行列に対し全通りの粒子の置換を施したものを対称化することで定義
される。PIQSTは、もともと Dicke状態 [24]の密度行列を効率よく再構築する方法として考案された。Dicke状態は
PIDMと密度行列が一致する特殊な状態であり、このような量子状態に対しては PIQSTによって実験コストを粒子数
に関する冪オーダーまでに抑制しながら、かつ量子化軸の大域的回転のみで密度行列を再構築することができる。一
方、一般の量子状態ではその密度行列と PIDMは一致せず、PIDMがどのような量子情報を持つのかは調べられてい
ない。そこで本研究では、量子多体系における PIDMがどのような量子情報を保持するのかを解明し、PIDMから得
られる量子情報量を量子多体現象の解析へ応用することを目的とする。将来的には PIDMというスケーラブルに取得
可能な量による量子物性物理学と量子情報理論の統合推進への貢献を目指す。



第 1章 イントロダクション 4

本博士学位申請論文では、PIDM が量子相転移における基底状態の変化をどのように反映するかを探索した。研究
成果としては、PIDMの（2次の）Rényiエントロピー [25]が数値的に計算可能であることを見出し、テンソルネット
ワークを用いた計算手法を開発した。また開発した手法を用いて、特に横磁場 Ising鎖とXXZ 鎖を例に、基底状態に
対して PIDMの Rényiエントロピーを計算した。結果として、PIDMの Rényiエントロピーは対称化操作によって空
間構造の情報を捨てることで生じる不確かさを定量化していることを見出した。言い換えると、元の量子状態が保持す
る空間構造の情報を定量化していることを見出した。これは、エンタングルメントエントロピーが部分系の情報を捨て
ることで生じる残りの部分系が持つ不確かさを定量化していること、つまり元の量子状態が持つエンタングルメントの
大きさを定量化していることに対応している。更に、相の差異が PIDMの Rényiエントロピーのスケーリング則の差
異に反映される可能性を見出した [26]。
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1.2 本論文の構成
本論文の以降の構成は以下の通りである（図 1.3 参照）。第 2 章では本研究の基盤となる量子情報理論の基礎事項、
及び量子多体系における種々の量子情報量の物理的な意味を説明する。また量子情報量の実験的測定のプラットフォー
ムである人工量子系について説明する。第 3章では QSTとその課題点について説明する。また QSTの課題を踏まえ、
置換不変量子状態トモグラフィー（PIQST）についてレビューする。特に人工量子系での実験技術と PIQST の親和
性、一般の量子状態に対する PIDMの持つ物理的な意味について言及する。第 4章では前章を受けて本研究の位置付
けを明確にし、我々が開発した、テンソルネットワークを用いた PIDMの Rényiエントロピーの数値計算手法につい
て説明する。第 5章では、前章で説明した数値計算手法によって得られた、一次元横磁場 Ising鎖と一次元XXZ 鎖の
基底状態に対する PIDMの Rényiエントロピーの計算結果を述べ、その振る舞いについて考察する。第 6章では本論
文をまとめ、今後の展望を述べる。

図 1.3 本論文の構成

なお本博士学位申請論文は、査読付き原著論文
[26] Y. Miyazaki, G. Marmorini, N. Furukawa, and D. Yamamoto, Physical Review A 110, 052422 (2024)

として出版した。
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第 2章

量子情報理論と人工量子系

今日の量子物性物理学は量子情報理論との融合による発展が顕著である。特に、量子情報理論に基づくアプローチが
量子多体系における解析に有益であることがわかってきている。2.1, 2.2節では、本研究の基盤となる量子情報理論の
基礎事項を説明する。教科書としては、J.J.Sakurai著『現代の量子力学（上・下）』（吉岡書店）[27]や石坂智・小川
朋宏・河内亮周・木村元・林正人著『量子情報科学入門』（共立出版）[28]、Michael A. Nielsen, Isaac L. Chung 著
『Quantum Computation and Quantum Infirmation』（Cambridge University Press）[29]、中田芳史著『量子情報理
論：情報から物理現象の理解まで』（朝倉書店）[30]、細谷 曉夫著『量子力学選書：量子と情報』（裳華房）[31]などが
参考になる。2.3節では、量子情報量の実験的な測定に関して重要とされている人工量子系について、代表的な例を挙
げながらその概要と利点を説明する。教科書としては、富田隆文著『物性物理と量子計算のための冷却原子入門』（第
68回物性若手夏の学校テキスト）[32]や中島秀太著『〈講義ノート〉冷却原子系を用いた量子シミュレーション実験』
[33]などが参考になる。

2.1 量子状態の表し方
2.1.1 純粋状態と混合状態
古典力学における物体の運動はある一つに確定した（不確定性のない）状態である。例えば、ボールを投げたときの
放物運動や振り子の往復運動は、Newtonの運動方程式を解くことによりある時刻における位置と運動量が厳密に一意
に定まる。一方量子力学では、粒子は波の性質も持っていることから、同時に複数の状態を「重ね合わせる」ことが許
される。この量子力学的に「重ね合わさった」状態は、量子力学の基礎方程式である Schrödinger方程式から自然に導
かれる解であり、量子状態（quantum state）と呼ばれる。
時間依存しない Schrödinger方程式は

Ĥ |ψ〉 = E |ψ〉 (2.1)

で与えられる。Ĥはハミルトニアン演算子、E はその固有エネルギー、|ψ〉は各固有エネルギーに対応した固有状態で
ある。名前に「固有」という言葉がついていることからもわかるように、式 (2.1)は数学的には行列 Ĥの固有方程式と
見ることができる。すなわち、Ĥは行列、E はその固有値、|ψ〉は固有値に対応する固有ベクトルである。量子力学に
おいて、この状態を表す縦ベクトル |ψ〉をケットベクトルと呼ぶ。Schrödinger方程式の解のように一つのケットベク
トル |ψ〉で表すことができる量子状態を純粋状態（pure state）と呼ぶ。純粋状態は原理的に得られる全情報を保持
している量子状態である。

本論文では S = 1/2の量子スピン系を扱う。S = 1/2の粒子（quibit*1とも呼ぶ）には内部自由度が 2つ存在し、し
ばしば「“0”と “1”」や「“アップ”と “ダウン”」などとラベリングする。ここでは前者を採用しよう。粒子が「“0”で

*1 qubit とは quantum binary digit の略である。そもそも binary digit（略して bit）とは “0” か “1” の 2値を取る古典コンピュータにお
ける情報の最小単位である。qubit は式 (2.3) のように “0” と “1” の 2 つの状態を量子力学的に重ね合わせたもので、量子コンピュータに
おける情報の最小単位である。
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ある状態」と「“1”である状態」を
|0〉 =

(
1
0

)
, |1〉 =

(
0
1

)
(2.2)

と表すと決めておくと便利である。これをローカルな（局所的な）基底と呼ぶ。基底の決め方には自由度があるが、正
規直交基底である必要がある。ここで定めた基底を用いると、1粒子の純粋状態は

c0 |0〉+ c1 |1〉 =
(
c0
c1

)
(2.3)

と書くことができる。ここで c0, c1 は複素数であり、|c0|2 + |c1|2 = 1を満たすものとする。式（2.3）が表す量子状態
を観測すると、確率 |c0|2 で状態 |0〉が、確率 |c1|2 で状態 |1〉が出現する。ここで大切なのは、我々はその「重ね合わ
さった」状態自体を直接観測することはできないという点である。「重ね合わさった」状態は、我々が観測した瞬間に
「崩壊」し、唯一つに確定した状態になる。

次に 2粒子系の純粋状態の表し方を考える。便宜上、各粒子を粒子 A、粒子 Bと呼ぶことにする。2粒子系を観測し
たときに実現する状態は、「粒子 Aも粒子 Bも “0”である状態」、「粒子 Aが “0”で粒子 Bが “1”である状態」、「粒子
Aが “1”で粒子 Bが “0”である状態」、「粒子 Aも粒子 Bも “1”である状態」の 4通りである。つまり 4つの基底が必
要である。これらの基底は系全体をの状態を記述する基底なので、グローバル（大域的）な基底と呼ぶ。グローバルな
基底は、ローカルな基底のテンソル積 ⊗（詳細は付録 Aを参照せよ）によって定義すると見通しがつきやすい。上記
の 4状態を |00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉と表すことにすると、今必要な 4つのグローバルな基底は

|00〉 ≡ |0〉 ⊗ |0〉 =


1
0
0
0

 , |01〉 ≡ |0〉 ⊗ |1〉 =


0
1
0
0

 , |10〉 ≡ |1〉 ⊗ |0〉 =


0
0
1
0

 , |11〉 ≡ |1〉 ⊗ |1〉 =


0
0
0
1


(2.4)

で定義できる。テンソル積を用いて定義された基底をよく見てみると、2進数で表された基底 |n(2)〉は、n(2) を 10進
数に変換した値をm(10) と書くと、上からm(10) + 1番目の成分が 1でそれ以外の成分が 0の縦ベクトルで表されるこ
とが分かる。よって、2粒子系の純粋状態は

c00 |00〉+ c01 |01〉+ c10 |10〉+ c11 |11〉 =


c01
c01
c10
c11

 (2.5)

で表すことができる。

以降このアナロジーで L粒子系を考えることができる。L粒子系の純粋状態は

c00···00 |00 · · · 00〉+ c00···01 |00 · · · 01〉+ · · ·+ c11···11 |11 · · · 11〉 =


c00···00
c00···01

...
c11···11

 (2.6)

のように 2L 次元の複素縦ベクトルで表される。このケットベクトルたちは 2L 次元の Hilbert空間と呼ばれる複素内
積空間に存在している。なお、通常ケットベクトル |ψ〉は縦ベクトルとして扱い、そのエルミート共役はブラベクトル
と呼び 〈ψ|で表す。また、同一のケット |ψ〉の n個のテンソル積を |ψ〉⊗n と表す。

ところで量子状態は全て純粋状態であるわけではなく、実際問題むしろ純粋状態であることの方がレアである。例え
ば、現実の系では絶対零度ではないため、熱揺らぎによってわずかながらも古典的な確率で複数の純粋状態が混合して
しまう。他にも量子コンピューティングの文脈では、熱ゆらぎや電磁波などの影響で理想的な量子演算は不可能であ
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り、ある程度の古典確率で qubitの反転エラーや位相反転エラーといったノイズが含まれてしまう*2。このようにいく
つかの純粋状態が古典的な確率で混合したものを混合状態（mixed state）と呼ぶ。すなわち我々は何らかの「不確か
さ」を持つ量子状態を混合状態で表現する。混合状態は一つのケットベクトルで表すことができないため、量子力学で
は密度行列 (density matrix)を用いて表す。

2.1.2 トレース
密度行列を考えるために、まずはトレース（trace）と呼ばれる数学的演算を定義する。トレースとは任意の n× n
正方行列 A = {aij}に対して

Tr(A) =

n∑
i=1

aii (2.7)

で定義される*3。すなわち対角成分の和を返す演算である。トレースは、Tr(c1A1 + c2A2) = c1Tr(A1) + c2Tr(A2)

（A1, A2は行列、c1, c2は複素数）を満たす線形演算である他、巡回不変性Tr(A1A2A3) = Tr(A3A1A2) = Tr(A2A3A1)

を満たす演算である。また、正方行列同士のテンソル積に対して、Tr(A1 ⊗A2) = Tr(A1)Tr(A2)という性質を持つ。
トレースを違った見方で考えてみよう。行列 Aのトレースは n次元 Hilbert空間の正規直交基底 {|ei〉}を用いて

Tr(A) =

n∑
i=1

〈ei|A|ei〉 (2.8)

と書くこともできる。具体例として 3× 3行列

A =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 (2.9)

のトレースを考えると、

Tr(A) =

3∑
i=1

〈ei|A|ei〉

=
(
1 0 0

) a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 1
0
0

+

a
(
0 1 0

) a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 0
1
0

+

a
(
0 0 1

) a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 0
0
1


= a11 + a22 + a33 (2.10)

と、確かに対角成分を抜き出して和を取っていることが理解できる。
以降、行列 Aがエルミート行列（A† = A）である場合を考える。Aはユニタリー行列 U（U†U = UU † = I、I は
単位行列）を用いて A = UΛU † と対角化されるのであった。Λ = diag(λ1, λ2, · · · , λn)（{λi}は Aの固有値）は対角
行列である。すると Aのトレースは、

Tr(A) = Tr(UΛU†) = Tr(U †UΛ) = Tr(Λ) =

n∑
i=1

λi (2.11)

と計算できる。ここでトレースの巡回不変性と U のユニタリー性を用いた。すなわち、エルミート行列のトレースは
その行列の固有値の和である。

*2 これらのエラーが発生しても正しい量子計算ができる量子コンピュータの開発のために、量子誤り訂正（quantum error correction）[34]

や量子誤り抑制（quantum error mitigation）[35]といった研究が盛んに行われている。
*3 教科書や論文によってはトレースの記号を trと小文字で表すこともあるが、本論文と同じ定義である。
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ところで、しばしば行列の指数関数または対数関数に対してトレースを計算することがある。行列指数関数（matrix

exponential）は
eA =

∞∑
k=0

Ak

k!
= I +A+

A2

2!
+
A3

3!
+ · · · (2.12)

で定義される。この行列は任意の Aに対して収束することが知られている。eA のトレースは

Tr(eA) =

∞∑
k=0

1

k!
Tr(Ak) =

∞∑
k=0

1

k!
Tr(U †AkU) =

∞∑
k=0

1

k!
Tr(Λk)

=

∞∑
k=0

Tr


(λ1)

k/k!
(λ2)

k/k!
. . .

(λn)
k/k!



= Tr


eλ1

eλ2

. . .

eλn

 =

n∑
i=1

eλi (2.13)

と計算でき、その行列の固有値を指数の肩に乗せた値の和であることが分かる。
行列対数関数（logarithm of a matrix）log(A)は eB = Aとなる行列 B であり、

log(A) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(A− I)k (2.14)

で定義される*4。log(A)のトレースは

Tr(log(A)) = Tr

( ∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(A− I)k

)

=

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
Tr
(
U†(A− I)UU †(A− I)U · · ·U†(A− I)U

)
=

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
Tr
(
(U †AU − I)(U†AU − I) · · · (U†AU − I)

)
=

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
Tr
(
(Λ− I)k

)

=

∞∑
k=1

Tr


(−1)k−1(λ1 − 1)k/k

(−1)k−1(λ2 − 1)k/k
. . .

(−1)k−1(λn − 1)k/k



= Tr


log(λ1)

log(λ2)
. . .

log(λn)

 =

n∑
i=1

log(λi) (2.15)

と計算でき、その行列の固有値を真数とする対数の和であることが分かる。

2.1.3 密度行列
トレースという演算を定義したところで、量子状態を表す密度行列を定義する。いま複数の純粋状態
{|ψ1〉 , |ψ2〉 , · · · , |ψd〉}がそれぞれ古典的な出現確率 {p1, p2, · · · , pd}（但し p1 + p2 + · · · + pd = 1, d = 2L）で混合
した混合状態を考える。ここで {|ψm〉}dm=1 は互いに直交していなくてもよい。この混合状態を表す密度行列を

*4 正方行列 A のすべての固有値の実数部分が正であれば log(A) は収束することが知られている。特に A が密度行列であればその固有値は正
の実数なので、log(A)は収束する。
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密度行列

ρ =

d∑
m=1

pm |ψm〉 〈ψm| (2.16)

で定義する。一般に L個の S = 1/2スピン系の密度行列は 2L × 2L 行列である。状態ベクトル |ψ〉自体を測定する
ことは不可能であるが、量子力学において物理量は行列で表されるため密度行列は測定可能な量である*5。

密度行列を |ψm〉に作用させると

ρ |ψm〉 =

[
d∑

m′=1

pm′ |ψm′〉 〈ψm′ |

]
|ψm〉 =

d∑
m′=1

pm′ |ψm′〉 δm,m′ = pm |ψm〉 (2.17)

より、密度行列の固有値は {pm}であることがわかる。
密度行列は、Tr(ρ) = 1（unit trace）、半正定値性（positive semi-definiteness）*6の 2つの性質を持つ正方行
列である。以下でその性質を簡単に示す。

• Tr(ρ) = 1

ρの固有値は古典確率 {pm}であり、Tr(ρ)は固有値の和なので Tr(ρ) = 1が成り立つ。もしくは愚直に計算す
ると、

Tr(ρ) = Tr

[
d∑

m=1

pm |ψm〉 〈ψm|

]
=

d∑
m=1

pmTr (|ψm〉 〈ψm|) (2.18)

ここで |ψm〉はノルムが 1のベクトルであり、適当なユニタリー行列 U を作用させることで (1, 0, · · · , 0)⊤ のよ
うな「見やすい」ベクトルに変換できる。すなわち、

d∑
m=1

pmTr (|ψm〉 〈ψm|) =
d∑

m=1

pmTr
(
U |ψm〉 〈ψm|U†) = d∑

m=1

pm = 1 ■ (2.19)

• 半正定値性：ρ � 0

半正定値性とは固有値がすべて 0以上の実数である性質であり、ρ � 0で表す。ρの固有値は古典確率 {pm}で
あるため、自明に成り立つ。もしくは

ρ � 0 ⇔ ∀ |x〉 , 〈x|ρ|x〉 ≥ 0 (2.20)

であり、
∀ |x〉 , 〈x|ρ|x〉 =

∑
m

pm 〈x|ψm〉 〈ψm|x〉 =
∑
m

pm| 〈x|ψm〉 |2 ≥ 0 ■ (2.21)

ところで、純粋状態は「ある 1 つの状態が確率 1 で混合した混合状態」と考えることができ、その密度行列は
ρ = |ψ〉 〈ψ|と書ける。すなわち、純粋状態は混合状態の特別なケースと見ることができる。また、ρ = I/2L は最大混
合状態（maximally mixed state）と呼ばれ、Hilbert空間内を張る全ての純粋状態を等確率で混合した状態である。
言い換えると、無限温度における Gibbs状態である。
密度行列の数学的な定義と性質を確認したところで、物理的な状況における密度行列考えよう。いま温度 T の熱浴

に接した粒子数の変化のない系が熱平衡状態にあったとする。この系の示すマクロな性質はカノニカルアンサンブルに
よって記述される。カノニカルアンサンブルでは、各状態が Boltzmann因子による確率分布、すなわち

pm =
e−βEm

Z
=

e−β⟨ψm|Ĥ|ψm⟩∑
m e

−β⟨ψm|Ĥ|ψm⟩
=

〈ψm|e−βĤ|ψm〉∑
m 〈ψm|e−βĤ|ψm〉

=
〈ψm|e−βĤ|ψm〉

Tr(e−βĤ)
(2.22)

*5 実はこの性質こそが第 3 章にて説明する量子状態トモグラフィー [11, 12, 13, 14] のモチベーションにつながる。量子状態トモグラフィー
は、量子状態を観測することはできない代わりに、測定データから観測する前の量子状態を再構築するというアイデアである。

*6 半正定値性により、密度行列のエルミート性（ρ† = ρ）は前提として成り立っている。
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によって出現する*7。ここで β = 1/kBT（kB は Boltzmann定数）は逆温度、Z は分配関数である。このとき任意の
物理量 Ô の期待値は

〈Ô〉 =
∑
m

pm 〈ψm|Ô|ψm〉 =
∑
m′

∑
m

pm 〈ψm|ψm′〉 〈ψm′ |Ô|ψm〉 =
∑
m′

∑
m

pm 〈ψm′ |Ô|ψm〉 〈ψm|ψm′〉

=
∑
m′

〈ψm′ |Ôρ|ψm′〉 = Tr(Ôρ) (2.23)

で計算することができる。
さてここで、ある混合状態の密度行列が与えられたとき、純粋状態の密度行列の和へ分解は必ずしも一意に定まらな
いということに注意したい。すなわち古典確率と純粋状態の組 {pm, |ψm〉}について∑

m

pm |ψm〉 〈ψm| =
∑
m

qm |ϕm〉 〈ϕm| (2.24)

という関係が成り立つ、別の古典確率と純粋状態の組 {qm, |ϕm〉}が存在する可能性があるのである。具体的には、密
度行列 ρの固有値がいずれも縮退していない場合、純粋状態への分解は一意的である。一方、一つでも固有値が縮退し
ているとその縮退した固有値に対応する固有ベクトル（純粋状態）には任意性が生じるため、分解が一意に定まらな
い。すなわち

古典確率 pmで純粋状態 |ψm〉が混合した状態 =⇒ ρ =

d∑
m=1

pm |ψm〉 〈ψm| (2.25)

は成り立つが、この逆は必ずしも成り立たない。例えば、

ρ =

(
1/2 0
0 1/2

)
=

1

2
|0〉 〈0|+ 1

2
|1〉 〈1| = 1

2
|+〉 〈+|+ 1

2
|−〉 〈−| (2.26)

が成り立つ。但し、|+〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉), |−〉 = 1√

2
(|0〉 − |1〉)である。

2.1.4 Rényiエントロピー・von Neumannエントロピー
密度行列を定義したことによって混合状態まで含めた一般の量子状態を数学的に表すことができた。ここで純粋度

（purity）と呼ばれる量を次式で定義する。
純粋度

P (ρ) = Tr(ρ2) (2.27)

純粋度がどのような意味を持つのか考えよう。いま ρは古典確率 {pn}（p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pd ≥ 0, d = 2L）の混合
状態であり、ρを対角化するユニタリー行列を U（ρ = UΛU†）とすると、

P (ρ) = Tr(ρρ) = Tr(ρUU †ρUU †) = Tr(U†ρUU †ρU) = Tr(Λ2) =

d∑
m=1

p2m (2.28)

と変形できる。まず ρ が純粋状態の時、p1 = 1, p2 = p3 = · · · = pd = 0 であり、P (ρ) = 1 となる。次に
p1 = 1 − ε, p2 = ε, p3 = p4 = · · · = pd = 0（但し 0 < ε ≤ 1/2）の混合状態を考えてみる。このとき純粋度は
P (ρ) = 1− ε(2− ε)となる。ε(2− ε) > 0であることから、純粋度は純粋状態のときのみ 1をとり、ほんの僅かにでも
状態が混合すると 1から下がる。混合状態の中で最も純粋度が低くなるのは、p1 = p2 = · · · = pd = 1

d となる最大混
合状態（maximally mixed state）であり、その値は P (ρ) = 1

d である。実際、確率分布が p1 = 1
d + ε, p2 = p3 =

· · · = pd−1 = 1
d , pd =

1
d − ε（但し 0 < ε ≤ 1/d）で与えられる最大混合状態からわずかにずれた混合状態の純粋度は、

*7 e⟨ψ|Â|ψ⟩ =
∑∞
k=0

⟨ψ|Â|ψ⟩k

k!
=

∑∞
k=0

⟨ψ|Âk|ψ⟩
k!

= ⟨ψ|
∑∞
k=0

Âk

k!
|ψ⟩ = ⟨ψ|eÂ|ψ⟩ を用いた。なおこの式変形は |ψ⟩ が Â の固有状態で

あるため成り立つことに注意せよ。
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P (ρ) = 1
d +2ε2 である。以上より 1/d ≤ P (ρ) ≤ 1が成り立つことが分かる。すなわち、純粋度 P (ρ)は密度行列 ρで

表される量子状態がどれだけ純粋状態 (もしくは最大混合状態)に近いかを定量化する量である。

ρは純粋状態 ⇐⇒ P (ρ) = 1 (2.29)

ρは混合状態 ⇐⇒ 1

d
≤ P (ρ) < 1 (2.30)

ところで密度行列が純粋状態か混合状態かを調べる量は純粋度だけではない。例えば（α次の）Rényiエントロピー
（αth-order Rényi entropy）[25]がある。Rényiエントロピーは次式で定義される。

α次のRényiエントロピー

Sα(ρ) =
1

1− α
log Tr(ρα) (2.31)

αは α ∈ (0, 1)∪ (1,∞)をとる実数である。α = 2の場合は、純粋度 P (ρ)を用いて S2(ρ) = − logP (ρ)と表すことが
できる。このように Rényiエントロピーは、定性的には αの値に依らず純粋度に関して単調減少する関数であり、

ρが純粋状態 ⇐⇒ Sα(ρ) = 0 (2.32)

ρが混合状態 ⇐⇒ 0 < Sα(ρ) ≤ log d (2.33)

が成り立つ。特に αが自然数の場合、log d ≥ S1(ρ) ≥ S2(ρ) ≥ · · · ≥ S∞(ρ) ≥ 0という関係式が知られている。α = 1

のときは、式（2.31）の分母が発散して愚直に定義式を使うことができないため、α→ 1の極限値として
von Neumannエントロピー

S(ρ) = lim
α→1

Sα(ρ) = −Tr(ρ log ρ) = −
d∑

m=1

pm log pm (2.34)

と定義する (導出は付録 Aを参照せよ)。この量は von Neumannエントロピー（von Neumann entropy）と呼
ばれる。von Neumannエントロピーは Rényiエントロピーと同様

ρが純粋状態 ⇐⇒ S(ρ) = 0 (2.35)

ρが混合状態 ⇐⇒ 0 < S(ρ) ≤ log d (2.36)

を満たす。なお pm = 0 のときは愚直に −pm log pm が計算できないため、極限値として −pm log pm =

limx→0(−x log x) = 0と考える（図 2.1参照）。

図 2.1 関数 f(x) = −x log x

2.1.5 種々のエントロピー
Claude Elwood Shannonは “起こりにくい（レアな）事象が起こったときは、得られる「情報量」が大きい”と考え、

「情報量」という新しい量を
I(x) = − log p(x) (2.37)
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で定義した*8。ここで xは事象、p(x)はその事象が起こる確率である。つまりレアな事象 x（小さな p(x)）が起こっ
た時の情報量は大きく、ありふれた事象 x（大きな p(x)）が起こった時の情報量は小さいと考えたのである。Shannon

は I(x)の期待値として Shannonエントロピー（Shannon entropy）[4]

H(X) = −
∑
x∈X

p(x) log p(x) (2.38)

を定義した*9。X = {x1, x2, · · · } は確率変数である。H(X) は観測によって確率変数 X が確定したときに、観測者
の情報量が大体どのぐらい増えるのかを表し、確率変数 X の「不確かさ」とも意味付けされる量である。ここで式
（2.34）と式（2.38）の形が似ていいることに気が付く。更には対応している p(x)と pm は、両者とも確率という意味
を持つ変数である。実は von Neumann エントロピーは Shannon エントロピーの「量子版」ということができ、
von Neumann エントロピーは量子状態の「不確かさ」を表す量である。すなわち、純粋状態は原理的に全情報を保
持している不確かさのない状態であるため、von Neumannエントロピーは 0となる。反対に、混合状態には不確かさ
が残るため有限の von Neumannエントロピーが得られると解釈できる。
量子状態の「不確かさ」と von Neumannエントロピーの関係

ρは純粋状態 ⇐⇒ ρは「不確かさ」のない状態 ⇐⇒ S(ρ) = 0 (2.39)

ρは混合状態 ⇐⇒ ρは「不確かさ」のある状態 ⇐⇒ 0 < S(ρ) ≤ log d (2.40)

ところで「エントロピー」という単語が入った量は、量子情報理論をはじめ、Shannonの古典情報理論、熱力学、統
計力学など異なる分野で登場するが、これには理由がある。それは種々のエントロピーは図 2.2 に示ような関係で繋
がっており、定義式や考えている状況は異なるもののいずれのエントロピーも「不確かさ」という意味を持つ量として
共通しているからである。

図 2.2 種々のエントロピーの関係

*8 I(x) の関数形（対数の底などの自由度は除く）は、(i) p(x) に関して単調減少、(ii) 2 つの独立な事象 x, y に対して I(xy) = I(x) + I(y)

を満たす、(iii) 連続である、という条件によって決まる。本論文では自然対数を用いたが、情報理論ではしばしば底が 2の対数を用いる。
*9 情報量も Shannonエントロピーも無次元量である。底が 2, e, 10のものにはそれぞれ bit, nat, hartleyという単位が使われる。
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Rényiエントロピー、von Neumannエントロピーを定義したことで、与えられた量子状態が純粋状態なのか混合状
態なのかを式（2.39）,（2.40）のように判別することが可能となった。以降ではこの「不確かさの定量化」を応用した
物理的に意味のある種々の量子情報量を紹介しよう。

2.2 量子多体系における量子情報量
2.2.1 量子エンタングルメント
量子力学特有の性質のうち歴史的に最も物議を醸したものといえば、量子エンタングルメント（quantum entan-

glement）であろう。量子エンタングルメントとは量子的な状態の重ね合わせに起因する非局在的な相関のことであ
る。量子エンタングルメントの存在は、1935年に局所実在論*10を唱える Einstein, Podolsky, Rosen による思考実験
[36]（現在では EPRパラドックスとして知られる）によって否定的な議論がなされ、局所実在論を破る量子力学の不
完全さが謳われていた。量子エンタングルメントの存在は物理学の根幹に関わる基礎的な問題として特に注目されたの
であった。しかし 1982年、実験的に量子エンタングルメントが確認されると [37]、これまで否定されていた量子力学
が肯定されることになり、パラダイムシフトが起こった。
例として 2粒子系の量子エンタングルメントを考えよう。いま Aliceと Bob*11がそれぞれ 1粒子を持っており、全
体系が |ψ〉 = |0〉 ⊗ |1〉で表される状態を取っているとする（図 2.3）。ここで 1つ目のケットが Alice、2つ目のケット
が Bobの系を表す。この |ψ〉という状態を壊さないように 2粒子間の距離をあけ、1つ目の粒子は Aliceが、2つ目の
粒子は Bobが観測などの量子的な操作ができる状況を考えよう。|ψ〉は確率 1で状態 |0〉 ⊗ |1〉となる状態である。つ
まり Aliceが自分の系を測定すると 100%で状態 |0〉を得る。このとき Bobは自分の系を観測しなくても確実に 100%

で |1〉であることが言える。このとき Aの観測は Bの観測結果に何も影響を与えておらず、量子エンタングルメント
は存在していない。つまり古典的な状態である。

図 2.3 量子エンタングルメントの無い状態の概念図。(a)Aliceと Bobはエンタングルの無い純粋状態を共有して
いる。このとき両者はまだ自分の系を測定していない。(b)Alice が自分の粒子を測定する。Bob は測定していな
い。しかし、Bobの粒子の状態は測定しなくても状態が確定する。

*10 「局所性」と「実在論」を合わせた理論。「局所性」は「ある地点で起こった事象によって、遠くの地点での実験結果が直ちに変わることは無
い」という性質、実在論とは「物体の状態は観測とは無関係にもともと確定している」という考え方である。古典力学、古典電磁気学は局所
実在論に基づく理論である。

*11 量子情報分野ではしばしば、2つの離れた粒子に対してそれぞれ LOCCを行う架空の人物 Aliceと Bobが登場する。この二人に加え第三の
当事者として Carolもしくは Charlieや、量子暗号理論などでは Aliceと Bobの間の量子通信を盗聴する Eveが登場する。



第 2章 量子情報理論と人工量子系 15

一方、|ψ〉 = 1√
2
|0〉⊗ |1〉+ 1√

2
|1〉⊗ |0〉という量子状態を考えてみよう（図 2.4(a)）。|ψ〉は確率 1/2で状態 |0〉⊗ |1〉

確率 1/2で状態 |1〉 ⊗ |0〉が現れる量子状態である。ここで Aliceが自分の粒子の測定を行い、仮にその観測結果が |0〉
であったとする。Bobは測定は行わない。すると測定によって量子状態 |ψ〉は崩壊し、唯一つの状態に確定する。同時
に 2つ目の粒子は測定しなくても |1〉の状態に確定してしまう。つまり Aliceの測定結果が Bobの粒子の状態に影響を
及ぼしてしまうのである。これが量子エンタングルメントという古典力学では現れない性質である。ここで「Aliceが
粒子を測定した瞬間に Bobは粒子の状態がわかる」というのは正しい理解ではないことに注意する。言い方を変える
と、情報が一瞬で（光速を超えて）伝わるようなことは無い。正しくは、Aliceの測定によって Bobの粒子の状態は確
定しているが、Bob自身はまだ粒子の状態はわからないのである（図 2.4(b)）。Aliceが粒子の測定結果を何かしらの
古典的通信手段（電話やメールなど）で Bobに伝えた瞬間に Bobは自分の粒子の状態がわかるのである（図 2.4(c)）。
つまり情報は有限の時間をもって伝わるのである。以上のように、Aliceは Aliceの量子系、Bobは Bobの量子系にの
み何かしらの量子操作を行い、お互いの情報交換は古典的なツールによって行われるプロトコルの枠組みを局所操作と
古典通信（local operations and classical communication, LOCC）[38]と呼ぶ*12。

図 2.4 量子エンタングルメント及び LOCCの概念図。(a)Aliceと Bobはエンタングルした純粋状態を共有して
いる。このとき両者はまだ自分の系を測定していない。(b)Aliceが自分の粒子を測定する（LO）。Bobは測定して
いない。このときはじめの量子状態は崩壊しただ一つの状態に確定するが、Aliceの持っている情報を Bobに伝え
ない限り、Bobには粒子の状態に「不確かさ」が残る。(c)Aliceが Bobに電話で測定結果を伝える（CC）。この瞬
間 Bobは自分の粒子の状態が確定する。

*12 LOCCの枠組みで実行可能なプロトコルとしては、量子テレポーテーション [39]やエンタングルメント濃縮 [40]、エンタングルメント希釈
[40]などが有名な例である。
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量子エンタングルメントは量子多体系で良く現れる重要な性質であり、量子状態の同定や相転移現象をはじめとする
量子多体現象の解析において量子エンタングルメントを定量化することは有益である。次節では、密度行列を用いて量
子エンタングルメントを定量化する方法を紹介しよう。実は関係式（2.39）と（2.40）を使うと、量子エンタングルメ
ントをうまく定量化できるのである。

2.2.2 部分トレースと縮約密度行列
量子エンタングルメントの定量化のために、まずは部分トレース（partial trace）と呼ばれる演算を定義しよう。
まず L 粒子系を 2 つの補完的な部分系 A と B に分け、それぞれに含まれる粒子数が LA, LB である状況を考える
（LA + LB = L）。すなわち各部分系の状態を表すベクトルは、それぞれ dA(= 2LA)次元、dB(= 2LB)次元 Hilbert空
間に存在し、その正規直交基底を {|a〉}dAa=1, {|b〉}

dB
b=1 と書くことにする。

全体系の純粋状態 |ψ〉は

|ψ〉 =
dA∑
a=1

dB∑
b=1

Ca,b |a〉 ⊗ |b〉 (2.41)

と表すことができる。係数 Ca,b は 2階テンソルであり、その (a, b)成分が Ca,b である行列 C を特異値分解（singular

value decomposition, SVD）（詳細は付録 Aを参照せよ）すると、

C = UΣV †, Ca,b =

χ∑
i=1

Ua,iΣi,iV
†
i,b (2.42)

より、

|ψ〉 =
dA∑
a=1

dB∑
b=1

χ∑
i=1

Ua,iΣi,iV
†
i,b |a〉 ⊗ |b〉

=

χ∑
i=1

Σi,i

(
dA∑
a=1

Ua,i |a〉

)
⊗

(
dB∑
b=1

V †
i,b |b〉

)

=

χ∑
i=1

σi |αi〉 ⊗ |βi〉

と変形できる*13。この変形を Schmidt分解（Schmidt decomposition）と呼ぶ。但し χ = min(dA, dB)とした。
χ を Schmidt ランクと呼ぶ。{|a〉}, {|b〉} が正規直交基底なので、それをユニタリー変換した {|αi〉}, {|βi〉} も正規
直交基底である。{σi}χi=1 を C の特異値（singular value）と呼び、σi → σ̃i =

√
σi/
∑
i σi と規格化することで、

(σ̃i)
2 は状態 |αi〉 ⊗ |βi〉が出現する確率を与える。一般に純粋状態はその部分系の正規直交基底を使って必ず Schmidt

分解できることが知られている。

さて、改めて全体系の純粋状態が
|ψ〉 =

χ∑
i=1

σi |αi〉 ⊗ |βi〉 (2.43)

で与えられているとき、その密度行列は

ρ = |ψ〉 〈ψ| =

(
χ∑
i=1

σi |αi〉 ⊗ |βi〉

) χ∑
j=1

σj 〈αj | ⊗ 〈βj |


=

χ∑
i=1

χ∑
j=1

σiσj |αi〉 〈αj | ⊗ |βi〉 〈βj | (2.44)

*13 行列 C は LA = LB の場合は正方行列、LA ̸= LB の場合は長方行列となるが、特異値分解は任意の行列に対して実行可能である。
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と書くことができる。ここで ρを部分系 Bの完全正規直行基底で挟んで和を取ると

ρA ≡ TrB(ρ) = TrB
∑
i

∑
j

σiσj |αi〉 〈αj | ⊗ |βi〉 〈βj |

=
∑
m

〈βm|

∑
i

∑
j

σiσj |αi〉 〈αj | ⊗ |βi〉 〈βj |

 |βm〉
=
∑
m

∑
i

∑
j

σiσj |αi〉 〈αj | ⊗ 〈βm|βi〉 〈βj |βm〉

=
∑
m

∑
i

∑
j

σiσj |αi〉 〈αj | δm,iδj,m

=
∑
i

∑
j

σiσj |αi〉 〈αj | δj,i

=
∑
i

σ2
i |αi〉 〈αi| . (2.45)

と変形でき、和を取らなかった部分系 Aのみに関する密度行列が残る。すなわち、部分トレースをとった部分系に関
する情報はなくなってしまう。これが部分トレースという演算であり、ρA を Aの縮約密度行列（reduced density

matrix）と呼ぶ。部分トレースの記号 Trx の添え字 xは部分系 xの正規直交基底で部分トレースをとること、縮約密
度行列の記号 ρy の添え字 y は部分系 y の正規直交基底によって記述されていることを表しており、一般に y = x̄が
成り立つ。部分系 Aについての縮約密度行列は dA × dA 行列、部分系 Bについての縮約密度行列は dB × dB 行列に
なる。
式（2.45）を見ると、{σi}のうち一つが 1でそれ以外が 0の場合、縮約密度行列は純粋状態であることがわかる。こ
のとき式（2.43）より、部分トレースを行う前の状態は |ψ〉 = |α〉 ⊗ |β〉である。このような純粋状態はセパラブル状
態（separable state）もしくは積状態（product state）と呼ばれる。これはまさに図 2.3のように量子エンタング
ルメントが存在しない状態である（図 2.5(a)）。また ρA が純粋状態であることは、 Bの情報を捨てても Aに関する情
報は保持され、Aには「不確かさ」がないことを意味している。一方、有限の σi が複数存在する場合はエンタングル
状態（entangled state）と呼ばれ、縮約密度行列は混合状態になる（図 2.5(b)）。これは、Bの情報を捨てたときに
Aの状態に「不確かさ」が生じることを意味している。
今度は密度行列が行列として与えられたときに、部分トレースがどのような演算か見てみよう。まずは簡単のため 2

粒子系
|ψ〉 = c00|0〉 ⊗ |0〉+ c01|0〉 ⊗ |1〉+ c10|1〉 ⊗ |0〉+ c11|1〉 ⊗ |1〉 (2.46)

考える。ここでは 1粒子目を部分系 A、2粒子目を部分系 Bとして考え、それぞれの部分系に関するケット（もしくは
ブラ）を赤、青で区別している。全系の密度行列は

ρ = c00c
∗
00|0〉 〈0| ⊗ |0〉 〈0|+ c00c

∗
01|0〉 〈0| ⊗ |0〉 〈1|+ · · ·+ c11c

∗
11|1〉 〈1| ⊗ |1〉 〈1|

≡ c00,00|0〉 〈0| ⊗ |0〉 〈0|+ c00,01|0〉 〈0| ⊗ |0〉 〈1|+ · · ·+ c11,11|1〉 〈1| ⊗ |1〉 〈1|

=


c00,00 c00,01 c01,00 c01,01
c00,10 c00,11 c01,10 c01,11
c10,00 c10,01 c11,00 c11,01
c10,10 c10,11 c11,10 c11,11

 (2.47)

で与えられる。部分系 Bに関する部分トレースは定義（2.45）より

TrB(ρ) =
∑
m

〈βm|ρ|βm〉

=
∑
m

(c00,00|0〉 〈0| ⊗ 〈βm|0〉 〈0|βm〉+ c00,01|0〉 〈0| ⊗ 〈βm|0〉 〈1|βm〉+ · · ·+ c11,11|1〉 〈1| ⊗ 〈βm|1〉 〈1|βm〉)

(2.48)
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図 2.5 (a)セパラブル状態（積状態）と (b)エンタングル状態における部分トレースとエンタングルメントエント
ロピーの概略。丸は粒子を表し、丸同士をつなぐ線は量子エンタングルメントの存在を模式的に表している。

と書ける。ここでmの和を取ったときに残る項は、

c00,00|0〉 〈0| ⊗ 〈0|0〉 〈0|0〉+ c00,11|0〉 〈0| ⊗ 〈1|1〉 〈1|1〉+ c01,00|0〉 〈1| ⊗ 〈0|0〉 〈0|0〉+ c01,11|0〉 〈1| ⊗ 〈1|1〉 〈1|1〉+
c10,00|1〉 〈0| ⊗ 〈0|0〉 〈0|0〉+ c10,11|1〉 〈0| ⊗ 〈1|1〉 〈1|1〉+ c11,00|1〉 〈1| ⊗ 〈0|0〉 〈0|0〉+ c11,00|1〉 〈1| ⊗ 〈1|1〉 〈1|1〉

(2.49)

である。つまり、4通りの |αi〉 〈αj |に対して、|0〉 〈0|と |1〉 〈1|の場合のみ残る。ここで式（2.47）において、ρを 2× 2

のブロックごとに区切ると、

ρ =


c00,00 c00,01 c01,00 c01,01
c00,10 c00,11 c01,10 c01,11
c10,00 c10,01 c11,00 c11,01
c10,10 c10,11 c11,10 c11,11

 ≡ ( C00 C01

C10 C11

)
(2.50)

となり各ブロックの要素は |αi〉 〈αj |が同じ項の係数であることが分かる。また各ブロックの対角成分は、部分系 Bが
|0〉 〈0|と |1〉 〈1|である成分であることに気が付く。すなわち縮約密度 ρA は

ρA =

(
Tr(C00) Tr(C01)
Tr(C10) Tr(C11)

)
(2.51)

と書くことができる。
以上の議論は以下のように一般化することができる。LB(≤ L)サイトの部分系 Bに関する部分トレースをとるとい
うことは、ρを 2LB × 2LB 毎にブロック行列に分け、各ブロック行列でトレースを取ることである。このように考える
と、部分トレースはその名の通り行列に対して「部分」的に「トレース」を行う演算であることが視覚的に良く理解で
きる。図 2.6に L = 4における部分トレースの例を模式的に示す。なお、部分系 Aに関して部分トレースを行うとき
や、部分系のとり方を複雑にして部分トレースを行うときは、図 2.6のような簡単な描像ではないが、基本的なアイデ
アは同じである。
ここで 2粒子系の具体例で縮約密度行列計算してみよう。1番目（2番目）の粒子を部分系 A（B）とおく。セパラ
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ブル状態 |0〉 ⊗ |1〉を考える。密度行列は

ρ =


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (2.52)

である。縮約密度行列は
ρA =

(
1 0
0 0

)
, ρB =

(
0 0
0 1

)
(2.53)

と計算できる。ρA, ρB の固有値はともに 1,0であり、純粋状態であることが確認できる。次にエンタングルメント状態
1√
2
(|0〉 ⊗ |1〉+ |0〉 ⊗ |1〉)を考える。同様に計算すると、

ρ =


0 0 0 0
0 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 0
0 0 0 0

 , ρA =

(
1/2 0
0 1/2

)
, ρB =

(
1/2 0
0 1/2

)
(2.54)

を得る。ρA, ρB の固有値はともに 1/2,1/2 であり、混合状態であることが確認できる。2 つ目の例はまさに前節で
Aliceと Bobが共有していた状態である。Aliceが 1粒子目、Bobが 2粒子目を操作できる。「Aliceが自分の粒子に対
して |0〉か |1〉かの状態を測定すること」は、ρに対して「Alice系に関する部分トレースをとること」に他ならない。
その結果 Bobの粒子は ρB で表される混合状態になってしまう。

図 2.6 4粒子系における部分トレースの例
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2.2.3 エンタングルメントエントロピー
さていよいよ量子エンタングルメントの定量化を行う。これまでに、量子エンタングルメントと縮約密度行列の関係
は以下のようにまとめられることがわかった。

ρは部分系 A− B間にエンタングルメント無し ⇐⇒ ρA（またはρB）は純粋状態 (2.55)

ρは部分系 A− B間にエンタングルメント有り ⇐⇒ ρA（またはρB）は混合状態 (2.56)

一方、純粋状態か混合状態かは von Neumannエントロピーを用いることで区別できるのであった。つまり、例えば引
数を縮約密度行列にした von Neumannエントロピーを考えることで、エンタングルメントを定量化できそうだ。そこ
で、エンタングルメントエントロピー S(ρA)を以下の式で定義する。
エンタングルメントエントロピー

S(ρA) = −Tr(ρA log ρA) (2.57)

エンタングルメントエントロピーは

ρは部分系 A− B間にエンタングルメント無し ⇐⇒ S(ρA) = 0 (2.58)

ρは部分系 A− B間にエンタングルメント有り ⇐⇒ 0 < S(ρA) ≤ log dA (2.59)

を満たす*14。ここで dA は部分系 Aの Hilbert空間の次元である。
このように S(ρA)（もしくは S2(ρA)）は、片方の部分系の情報を捨て去ったときに残った系の持つ「不確かさ」の
度合いを定量化し、転じて 2つの部分系間に存在するエンタングルメントの強さを定量化する量である*15。なおこの
性質は Aと Bどちらの部分系に関して部分トレースを行っても変わらない。すなわち

S(ρA) = S(ρB) (2.60)

が成り立つ。これは Aの情報を捨てようが Bの情報を捨てようが、残った部分系の持つ「不確かさ」は同じであると
いう解釈から自然なものと言える。
エンタングルメントエントロピーは χ = dA = dB のときかつ縮約密度行列が最大混合状態のとき最大値を取る。こ
のとき、もとの状態は式（2.43）より |ψ〉 = ∑

i
1√
2L/2
|αi〉 ⊗ |βi〉 で与えられる。この状態を最大エンタングル状態

（maximally entangled state）と呼び、そのエンタングルメントエントロピーは S(ρA) =
L
2 log 2 で与えられる。

セパラブル状態（積状態）、エンタングル状態、最大エンタングル状態に対する von Neumannエントロピー及びエン
タングルメントエントロピーの値は表 2.1の通りである。
ところで、エンタングルメントの定量化の指標として、von Neumann エントロピーを一般化した Rényi エントロ
ピーを用いて

α次のエンタングルメントRényiエントロピー

Sα(ρA) =
1

1− α
log[Tr(ραA)] (2.61)

を定義することも可能である。実際に現状の実験ではしばしば α = 2の Sα(ρA)が使われているが [41, 42, 43]、基本
的な性質はエンタングルメントエントロピーと同じである。

*14 エンタングル状態であっても部分系の取り方によっては S(ρA)（もしくは S2(ρA)）は 0をとることに注意。
*15 エンタングルメントエントロピーは混合状態のエンタングルメントを必ずしも正しく定量化できるとは限らない。例えば純粋状態

|ψ⟩ = 1√
2
(|00⟩ + |11⟩) は S(TrB(|ψ⟩ ⟨ψ|)) = log 2 のエンタングル状態である。一方セパラブル状態のみで構成された混合状態

ρ = 1
2
|00⟩ ⟨00|+ 1

2
|11⟩ ⟨11|も同様に S(ρA) = log 2を示してしまう。実際混合状態は純粋状態への分解の仕方が一意に定まらないためそ

のエンタングルメントの定量化は難しい。「混合状態がエンタングルしていること」の必要十分条件は「密度行列がエンタングルしていない純
粋状態の確率的混合の形で書けないこと」と考えられる [45]。しかしこれを判定する万能な方法は未だに見つかっておらず、現在もなお議論
が続いている。
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表 2.1 純粋状態の種類に対する S(ρ)及び S(ρA)の値

名称 |ψ〉 S(ρ) S(ρA)

セパラブル状態（積状態） |α〉 ⊗ |β〉 0 0

∧
エンタングル状態 ∑χ

i=1 σi |αi〉 ⊗ |βi〉 0 −
∑χ
i=1(σ

2
i log σ

2
i )

∧
最大エンタングル状態 ∑2L/2

i=1
1√
2L/2
|αi〉 ⊗ |βi〉 0 L

2 log 2

最後にエンタングルメントエントロピーを含めたより広い概念であるエンタングルメントスペクトラム（entangle-

ment spectrum） [44]を紹介しよう。縮約密度行列 ρA はエルミート行列であるため、サイズの同じ別のエルミー
ト行列 Hent を用いて ρA = e−H

ent と表すことができる*16。ここで

Hent = − log(ρA) (2.62)

はエンタングルメントハミルトニアン（entanglement Hamiltonian）と呼ばれる。エンタングルメントハミルト
ニアンの固有値の集合
エンタングルメントスペクトラム

{Eent
i }

dA
i=1 = {− log(σ̃1),− log(σ̃2), · · · ,− log(σ̃dA)} (2.63)

をエンタングルメントスペクトラムと呼ぶ。ここで {σ̃i}dAi=1 は ρA の固有値である。つまり、セパラブル状態のエンタ
ングルメントスペクトラムは {0,∞, · · · ,∞}となり、エンタングルメントハミルトニアンの「基底状態」と「励起状
態」のギャップが無限に大きくなる。エンタングルメント状態のエンタングルメントスペクトラムは「基底状態」と
「励起状態」のギャップは有限の値になる（図 2.7）。
一方、ハミルトニアンが Hent で与えられる温度 β = 1のカノニカルアンサンブルを考えてみよう。エンタングルメ
ントハミルトニアンの各固有状態を取る確率は

penti =
e−βE

ent
i

Z
=

elog(σ̃i)∑
i e

log(σ̃i)
=

σ̃i∑
i σ̃i

= σ̃i (2.64)

である。つまり、セパラブル状態に対するエンタングルメントハミルトニアンの「基底状態」（Eent = 0）の出現確率
は pent = 1であり、「励起状態」（Eent =∞）の出現確率は pent = 0である。これは「基底状態」にどれだけ「エネル
ギー」を注入しても「励起状態」に励起することはなく、必ず「基底状態」が実現すると解釈できる。エンタングルメ
ント状態に対しては「基底状態」と「励起状態」のギャップが有限であるため、「温度」β = 1のアンサンブルでは準位
間の励起が可能であり、複数の状態が {penti }という確率分布で出現する。ここでこのアンサンブルの Gibbsエントロ
ピーは、

SGibbs = −kB
∑
i

penti log(penti ) = −kB
∑
i

σ̃i log(σ̃i) (2.65)

で与えられ、kB = 1とすると SGibbs = S(ρA)が成り立っていることに気づく。つまりエンタングルメントエントロ
ピーは、「ハミルトニアン」が Hent で与えられる「温度」β = 1のカノニカルアンサンブルのGibbsエントロピーで
ある。エンタングルメントスペクトラムはエンタングルメントエントロピーの情報に加え、「エネルギー準位」という
新たな情報を提供してくれる。例えば先行研究 [9]では、エンタングルメントスペクトラムの「エネルギー準位」の縮
退度は Haldane相と他の磁気秩序相の区別に役立つことが示されている。

*16 任意の行列の指数関数は収束することが知られている。
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図 2.7 (a)セパラブル状態と (b)エンタングル状態のエンタングルメントスペクトラム

2.2.4 量子物性物理学における量子情報量と密度行列測定の現実
我々は系の密度行列が分かれば、原理的にエンタングルメントエントロピーをはじめとする種々の量子情報を得るこ
とができる。そして、今日の量子物性物理学では量子情報理論の視点による量子多体現象を解析が重要視されている。
例えば 1980年頃までの物性物理学では、量子相転移を含めた相転移現象は Ginzburg-Landau理論 [1]によって全て説
明が可能であると考えられていた。しかし、1980年に発見された量子 Hall効果 [3]では秩序変数を定義することがで
きないトポロジカル秩序相が現れ、異なるトポロジカル秩序相間は系の対称性を保ったまま起こることが明らかとなっ
た。そのため、従来の Ginzburg-Landau理論は限界を迎え、より汎用性の高い量子相の特徴付けの方法が求められる
ようになった。この問題に対し、2006年、Kitaevらは密度行列から計算できる量

Stopo(ρ) = S(ρA) + S(ρB) + S(ρC)− S(ρA∩B)− S(ρB∩C)− S(ρA∩C) + S(ρA∩B∩C) (2.66)

を定義し、この値によってトポロジカル秩序相を特徴付けられることを発見した [7, 8]。ここでは系の相関長よりも十
分に大きいスケールのディスク型の部分系考え、ディスクを A, B, Cの 3領域分割する（図 2.8(a)）。

図 2.8 (a)2次元系の 4つの部分系への分割と (b)トポロジカルエンタングルメントエントロピーの概要

ρx = Trx̄(ρ) は領域 x に関する縮約密度行列であり、S(ρx) は部分系 x の境界近傍のエンタングルメントを定量
化する。式（2.66）は各部分系間近傍のエンタングルメントを恣意的に除くように定義された量であり（図 2.8(b)）、
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ρdisk = TrD(ρ)のエンタングルメントエントロピーをディスクの境界の長さを L∂disk の関数として

S(ρdisk) = αL∂disk − Stopo(ρ) + · · · (2.67)

と書いたとき、ディスクの形に依らない普遍的な定数として現れる。トポロジカル秩序相では S(ρdisk)が有限の値にな
ることが知られており、トポロジカルエンタングルメントエントロピー（topological entanglement entropy）と
呼ばれる。このように秩序変数という物理量ではなく密度行列という「量子状態そのもの」に注目した解析によって、
物性物理学ではブレイクスルーが起きたのである。
実験においてこのような量子情報量が測定可能となれば、量子多体現象を「量子情報」という新たな視点によって深
く理解することができ、また未知の現象に対してもより広いアプローチの仕方で解析することが可能となる。しかし固
体物質系では基本的に密度行列の構築を構築することは困難である。そこで注目されているのが、次節で説明する人工
量子系（artificial quantum systems）である。本研究では人工量子系における量子多体現象を量子情報理論で解析
することを目標とする。

2.3 人工量子系
2.3.1 歴史的背景
量子力学に従う粒子がたくさん集まった量子多体系（quantum many-body systems）の物理を厳密に解くこと
は一般に困難である。1981年の『1st conference on Physics and Computation』において、Richard Phillips Feynman

は、

. . . , because nature isn’t classical, dammit, and if you want to make a simulation of nature, you’d better

make it quantum mechanical, and by golly it’s a wonderful problem, because it doesn’t look so easy. Thank you.

と、自身の講演を締めくくった [46]。「量子的な要素を用いて量子系のふるまいを計算させる」という量子シミュレー
ション*17のアイデアは、この講演によって初めて明確に言及されたと言われている。このアイデアのもと、現在では冷
却原子系、イオントラップ系、光子系、超伝導回路をはじめとする種々の人工量子系（artificial quantum systems）
の実験技術が確立されている。近年では、量子多体現象のシミュレーションや、新奇量子現象の開拓、量子コンピュー
ティングのテストなど、人工量子系は様々な用途で有効に用いられている。人工量子系は、固体物質中では完璧に取り
除くことが困難な不純物や欠陥が無く、クリーンな環境を提供する。そして量子多体系を構成・制御する種々のパラ
メータに関して高い制御性を持つ。このような特徴を生かして、理想的なハミルトニアンを人工的に作り出し、「自然
に量子多体問題を解かせる」ことができるのである。以下では人工量子系の代表例をいくつか説明する。

2.3.2 原子の冷却：Doppler冷却
人工的に量子多体系のハミルトニアンを再現するためには、まずは原子を何かしらの方法で捕獲し、自由自在
に制御する必要がある。良く用いられる原子種は、ボーズ原子としては 87Rb, 23Na, 7Li、フェルミ原子としては
40K, 6Li, 173Yb, 83Sr などが挙げられる。このような電気的に中性な原子を気化させ冷却、捕獲した系を冷却原子系
（cold atomic gases）と呼ぶ。大きな運動量を持つ気体原子を捕獲して制御するため、まずは原子を冷却して運
動量をある程度小さくする必要がある。ここでいう冷却は冷凍機などを使って達成できるような温度ではなく、数
µK から数 nK のオーダーまでの冷却を指す。そこで良く用いられる手法が Doppler 冷却である。Doppler 冷却は
Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji, William D. Phillips によって開発された手法で、1997年 “for development

*17 より厳密には “アナログ”量子シミュレーションというべきである。“アナログ”量子シミュレーションは、シミュレートしたい量子系のハミ
ルトニアンを別の量子系をで再現してシミュレートすることである。対して、“デジタル”量子シミュレーションという考えもある。こちらは
シミュレートしたいハミルトニアンを 1量子ビットゲート（もしくは 2量子ビットゲート）の組み合わせに分解し、元のハミルトニアンによ
る時間発展を近似的に再現する手法である。
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of methods to cool and trap atoms with laser light”を授賞理由としてノーベル物理学賞が贈られた技術である。
1 つの原子にレーザー光を照射することを考えよう。原子には電子のエネルギー準位構造として基底状態 |g〉 と励
起状態 |e〉 が存在し、それぞれのエネルギーを Eg, Ee と書くことにする。はじめ原子は基底状態であり、+x 方向に
運動量 patom で運動しているとする。ここでレーザー光をこの原子に向かって −x方向に照射する。光子の運動量は
ℏkphoton（kphoton は patom と向きが逆の波数ベクトル）とする。レーザー光の周波数 ω が二準位間のエネルギー差に
対応する共鳴周波数 ω0 = (Ee −Eg)/ℏに十分近いとき、原子は光子 1つを吸収し励起状態に遷移する。このとき運動
量保存則より、励起状態となった原子の運動量は patom + ℏkphoton となり、減速する。励起状態の原子はランダムな
方向にエネルギー ℏω0 の光子を 1つ自然放出して基底状態に戻ろうとする。この光子の運動量を ℏk′

photon と書く。こ
のとき原子は反作用として運動量 −ℏk′

photon を受け取る。光を原子に照射し続けると上記のプロセスが何度も繰り返
される。k′

photon の方向は毎回ランダムなので、原子が受け取る反作用としての運動量もランダムである。つまり原子
はレーザー光を吸収して減速し、光子放出に伴う反作用の取得は平均的にゼロとなる。結果として原子は +x方向の運
動量を十分失い、冷却される。これをレーザー冷却という（図 2.9）。

図 2.9 レーザー冷却のしくみ

さて、減速された原子にもなお光を照射し続けると今度は −x 方向に加速してしまうのではないかと懸念される。
これを回避するためにレーザー光の周波数 ω にある工夫を施す。その工夫とは、ω を共鳴周波数 ω0 よりも若干小さ
く設定しておくというものである。すると Doppler 効果により、+x 方向に進む原子から見たレーザー光の周波数は
ω+ k|patom|/m（mは原子の質量）となり、共鳴周波数に一致することで光子の吸収が起こる（図 2.10(a)）。原子が減
速した後は共鳴周波数とはもはや一致しないため、懸念点は解消される（図 2.10(b)）。実際の Doppler冷却では、乱
雑に運動する気体原子集団に対し ±x,±y,±z 方向からレーザー光を照射することで全方向からの運動を抑制する。
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図 2.10 (a)実験室座標系と (b)原子座標系における Doppler冷却

2.3.3 原子の捕獲：光双極子トラップ
Doppler 冷却などにより運動量がある程度小さくなった原子は、レンズによって集光したレーザー光によって捕獲

（トラップ）することが可能である。これを光双極子トラップ（optical dipole trap）と呼ぶ。まず、水素様原子の
基底状態のように電気的に中性で最外殻電子が s軌道で等方的な原子を静電場 E の中に入れたときのエネルギー変化
を考えよう。電気双極子 d̂ = −ẽ

∑
i r̂i と静電場 E は

Ĥ′ = −d̂ · E (2.68)

という形で相互作用する。ここで ẽ(> 0) は電気素量、r̂i は原子核の中心から測った i 番目の電子の位置演算子であ
る。一見、水素様原子は電場と相互作用を起こさない（1次摂動ではエネルギーが変化しない）ように見えるが、電場
によって電子雲が原子核から僅かに引き離されて分極することで電気双極子 〈d̂〉 = αE（αは分極率）を形成し相互作
用が生まれる（2次摂動ではエネルギーが変化する）。このプロセスにおけるエネルギー変化∆E は電場の微小変化 dE
に対するエネルギー変化

d 〈Ĥ〉
dE = −〈d̂〉 = −αE (2.69)

を積分して
∆E =

∫
d 〈Ĥ〉
dE dE = −1

2
αE2 (2.70)

で与えられる。一方、このプロセスはハミルトニアン Ĥ′ に対する 2次摂動であるため、

∆E = −
∑
e

| 〈e|Ĥ′|g〉 |2

Ee − Eg
=
∑
e

| 〈e|d̂ · E |g〉 |2

Ee − Eg
= −ẽ

∑
e

∑
i

| 〈e|r̂i · E |g〉 |2

Ee − Eg
= −ẽ

∑
e

∑
i

| 〈e|r̂i · ϵ|g〉 |2

Ee − Eg
E2 (2.71)

と計算できる。ここで ϵは偏光方向の単位ベクトルである。式（2.70）と（2.71）比較することで αの具体的な表式が

α = 2ẽ
∑
e

∑
i

| 〈e|r̂i · ϵ|g〉 |2

Ee − Eg
(2.72)

と得られる。明らかに α > 0であり、∆E < 0であることが分かる。このように光の作る電場によって電気的中性原
子のエネルギーが下がることを Starkシフトと呼ぶ。
次に本題のレーザー光について考えよう。レーザー光は特に波の位相が揃った振動電場である。すなわち E(r, t) =

Ee−iωt + E∗eiωt に対して原子のエネルギー変化を考える。このときのエネルギー変化は

∆E = −1

2
α(ω) 〈E(r, t)2〉t (2.73)
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で与えられる。ここで 〈 〉t は時間平均を表す。注目すべき点は、分極率が電場の周波数に依存しており、基底状態に
対しても α(ω) > 0が成り立つとは限らない点である。α(ω)を量子力学的に具体的に計算すると、

α(ω) =
∑
e

2(Ee − Eg)| 〈e|d̂ · ϵ|g〉 |2

(Ee − Eg)2 − (ℏω)2
(2.74)

で与えられることが知られている [47]。ここで基底状態と特定の励起状態のエネルギー差を (E∗
e − Eg) = ℏω0 とおき、

他の遷移から十分に遠い場合は

α(ω) =
2ℏω0| 〈e|d̂ · ϵ|g〉 |2

(ℏω0)2 − (ℏω)2
+

∑
e

|Ee−Eg−ℏω0|>0

2(Ee − Eg)| 〈e|d̂ · ϵ|g〉 |2

(Ee − Eg)2 − (ℏω)2

≈ 2ℏω0| 〈e|d̂ · ϵ|g〉 |2

(ℏω0)2 − (ℏω)2
(2.75)

と書ける。光の周波数 ω が ω0 に十分近いとき、

α(ω) =
1

ℏ
2ω0| 〈e|d · ϵ|g〉 |2

ω2
0 − ω2

≈ 2

ℏ
| 〈e|d̂ · ϵ|g〉 |2

ω0 − ω
(2.76)

となる。すなわち、ω < ω0（赤方離調）であれば α > 0となり、電場が強いほどエネルギーが下がる。一方で、ω > ω0

（青方離調）であれば α < 0となり、電場が弱いいほどエネルギーが下がる。このように電場の周波数によって∆E が
変化する Stark シフトを AC Stark シフトと呼ぶ。光双極子トラップで良く使われる TEM00 ガウシアンビームで
は、光の強度 I(r) ∝ E2 がビーム断面の中心からの動径距離 rの関数として I(r) = I0e

−2r2/w2
0 で与えられるため、赤

方離調の場合は原子をビームの中心に捕捉することができる。一方、青方離調の場合は原子は動径方向に拡散してしま
うためトラップとして使うことはできない*18。

図 2.11 TEM00ガウシアンビームの作るポテンシャル

2.3.4 原子の整列：光格子中の冷却原子系
光双極子トラップを応用すると、原子を周期的に整列させることが可能である。その手法の一つとしてまずは光格子

（optical lattice）[15, 16, 17, 18]を紹介しよう。光格子は、レーザー光を対向方向にを照射することでできる定在波
を利用した周期ポテンシャルである。+x方向と −x方向に進行する 2つのレーザー光を重ね合わせると、その電場は

E(x, t) = E0 cos(kx− ωt) + E0 cos(−kx− ωt) = 2E0 cos(kx) cos(ωt) (2.77)

と表される。冷却原子が感じるポテンシャル V (x)は電場の 2乗の時間平均

〈|E(x, t)|2〉t =
1

T

∫ T

0

E20 cos2(kx) cos2(ωt)dt = 2E20 cos2(kx) (2.78)

*18 青方離調であっても、レーザーの断面がドーナツ型のラゲールガウスビームであれば「ドーナツの穴」に原子をトラップすることができる
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に比例するので
V (x) = V0 cos

2(kx) (2.79)

で表すことができる（図 2.12(a)）。この周期ポテンシャルは固体物質中の陽子が作る周期的なポテンシャルの形と似て
おり、固体物質中の電子の物理を光格子中の冷却原子としてシミュレーションすることが可能となる。

図 2.12 (a)1次元光格子と (b)1, 2, 3次元光格子のポテンシャルの模式図（原画は [32]より引用）

V0 は光格子の深さと呼ばれる量で、レーザー光の強度により調節可能なパラメータである。赤方離調されたレー
ザー光で光格子を作った場合 V0 < 0となり、光の強度の極大点に原子がトラップされる。光格子の格子定数 aは用い
たレーザーの波長を λ とすると a = λ/2 で与えられるため、可視光レーザーを用いると格子定数は数 100nm(= 103

Å)オーダーである。実際レーザー光はガウシアンビームがしばしば用いられる。例えば 1次元光格子のポテンシャル
は、照射方向の周期ポテンシャルとガウシアンビームの動径方向のトラップが合わさった、「パンケーキ型」のトラッ
プとなる。2次元系であれば「葉巻型」のトラップになる（図 2.12(b)）。光格子はレーザーの数や角度などを工夫する
ことで正方格子や三角格子、カゴメ格子など様々な幾何学的構造を実現することが可能である（図 2.13(a)-(d)）。また
波長の異なるレーザーを重ね合わせることで光超格子と呼ばれる構造を作ることも可能である（図 2.13(e)）。
このような光格子にフェルミ原子を充填させることで、Fermi-Hubbard模型

Ĥ = −t
∑
⟨i,j⟩

∑
σ∈{↑,↓}

(ĉ†iσ ĉjσ +H.c.) + U
∑
i

n̂i↑n̂i↓ (2.80)

で表される、固体物質中の電子などの物理をシミュレートすることが可能となる*19。第一項は粒子の飛び移り（粒子の
遍歴性）を記述し t(> 0)はその強度を表す。対して第二項は粒子の局在性を記述し、U は同じサイトに粒子が存在す
るときのエネルギー損失を表す。そのため両者の効果は競合している。従って両者の比 U/tの値によって系の振る舞
いは大きく変わる。U/tが大きいときは tによるエネルギー利得が小さく U によるエネルギー損失が大きいため、粒
子のホッピングが抑制され 1サイトに 1粒子が局在したMott絶縁体状態が実現する。一方、U/tが小さいときは t

によるエネルギー利得が大きく U によるエネルギー損失が少ないため、系は粒子を遍歴させることでエネルギーを低
くし、金属状態となる。U/tは原子のサイト間のホッピングのしやすさであり、光格子の深さ（レーザー光の強度）に
よって制御することが可能である。深い光格子はサイト間のポテンシャル障壁が大きいので原子のホッピングが抑制さ

*19 173Ybや 83Srをはじめとするアルカリ土類（様）原子種を用いることで SU(N > 2) Hubbardモデルを実現することもできる [53, 54, 55]。
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図 2.13 様々な光格子の例。(a)二次元正方格子, (b)二次元三角格子, (c)二次元籠目格子. (d)二次元ハニカム格
子, (e)一次元超格子の例（原画はそれぞれ [48], [49], [50], [51], [52]より引用）

れる。つまり大きな U/tに対応する。反対に浅い光格子は小さな U/tに対応する。先行研究 [56]では量子気体顕微鏡
（詳細は次節）を用いて、光格子の深さを変化させることで 6LiのMott絶縁体と金属状態の転移を測定することに成
功している（図 2.14）。

図 2.14 (a)浅い光格子と (b)深い光格子における各サイト当たりの平均粒子数と分散の違い（原画は [56]より引用）
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同様にボーズ原子を用いれば、Bose-Hubbard模型

Ĥ = −t
∑
⟨i,j⟩

(b̂†i b̂j +H.c.) +
U

2

∑
i

n̂i(n̂i − 1) (2.81)

の物理をシミュレートすることが可能となる。この模型でも光格子が十分深い場合はMott絶縁体相が実現する。光格
子の深さが浅いときは巨視的な数のボーズ原子が同一の量子状態をとることが可能なので、超流動（superfluid）状態
が実現する。先行研究 [57]では異なる深さの光格子に 87Rb（ボーズ粒子）を充填させ、time of flight（TOF）法（図
2.15(a)）を用いて原子集団の運動量分布を測定している。TOF法では光格子ポテンシャルを急峻に止め、拡散する原
子集団の運動量分布を測定する手法である。超流動相の場合、ほとんどすべての原子は同じ運動量を持っているため、
運動量分布には特定の波数点でピークが現れるはずである。一方、Mott 絶縁体状態の場合は各原子は光格子の「谷」
近傍に留まっている。この「谷」近傍のポテンシャルは調和ポテンシャルで近似することができるため、各原子はラン
ダムな運動量を持ち、かつ等方的な運動量分布を示すはずである。TOFの結果は図 2.15(b)に示すとおりである。Iか
ら IVでは特定の波数点でピークが現れていることから超流動状態であることが予想される。Iでは光格子が無く系の
周期構造が無いため運動量空間にも周期構造はない（ブリルアンゾーンはない）。Vと VIではそのピーク構造が消え
等方的な運動量分布になっていることからMott絶縁体状態であることが予想される。

図 2.15 (a) TOF法の概要（右下の原画は [58]より引用）。(b)光格子の深さを変化させたときの原子集団の運動
量分布の測定結果（原画は [57]より引用）。

光格子系は理想的な孤立系である一方、熱浴・粒子浴を接触させることが困難であるため、一見開放量子系のシミュ
レーションは困難と思われる。しかし近年では、電子ビームによるロス [59]や光会合によるロス [60]などの人工的な
散逸（dissipation）を導入することが可能となり、開放量子系のシミュレーションにまで手が届くようになった。こ
のように、光格子を用いた人工量子系は、今や幅広い量子多体系の量子シミュレーションを可能とする重要なプラット
フォームとして位置づけられている。
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2.3.5 原子の観測：量子気体顕微鏡（QGM）
今日の光格子中の冷却原子系を用いたシミュレーションにおいて、量子気体顕微鏡（quantum gas microscope,

QGM）[61, 62, 63, 64] は必要不可欠な観測技術である。量子気体顕微鏡は光格子の冷却原子系において、粒子がい
るかいないかを 1サイトレベルの分解能で測定することができる技術である（図 2.16）。QGMでは光会合レーザーと
呼ばれるレーザーを系に照射することで同一サイトにいる 2粒子を 1分子に変化させる。このとき 1つの分子の運動
エネルギーは例えば Na原子では Em ∼ 24K程度であり、V0 ∼ 1K程度の光格子ポテンシャルを越えて散逸してしま
う。すると最終的には 1サイトの占有数は 0か 1のどちらかになる。単原子は脱励起し、放出された光は対物レンズ
によって集められたのち高感度 CCDカメラによって観測される。このようにして粒子の「いる」「いない」が 1サイ
トレベルの分解能で測定することが可能となる。ここで「いる」サイトはもともとの占有数が奇数のサイト、「いない」
サイトは偶数のサイトである。

図 2.16 QGMのしくみ（右下の画像は [61]より引用）。

また擬スピン系において、ビームを照射することで特定の擬スピンを取り除くができる（図 2.17(a)）。このとき同一
サイトに 2粒子が存在する場合、分子状態に励起し散逸が発生する。例えば |0, ↑, ↓, ↑↓〉という状態を考えよう。ここ
で 0は粒子の無いサイト、↑（↓）はアップ（ダウン）の擬スピンの原子が 1つ存在するサイト、↑↓は両方の擬スピン
の原子が 1つずつ存在するサイトを表している。この状態に対してアップ（ダウン）のみを除くレーザーを当て QGM

で測定すると
|0, ↑, ↓, ↑↓〉 ↑の除去−−−−→ |0, 0, ↓, 0〉 QGM−−−→ |0, 0, 1, 0〉 (2.82)

|0, ↑, ↓, ↑↓〉 ↓の除去−−−−→ |0, ↑, 0, 0〉 QGM−−−→ |0, 1, 0, 0〉 (2.83)

という結果を得る。ここで例えば式（2.82）を見ると、QGMで 1（シグナルあり）と観測されたサイトにはもともと
↓がただ 1つ存在していたことがわかる。言い換えると、QGMでは各サイトのスピンの z 成分を測定することができ
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る。更には系全体に粒子の量子化軸を回転させる適当な Rabiパルス光を照射することで、スピンの x成分や y 成分を
測定することができる。

図 2.17 光格子中の擬スピン系における特定の擬スピンの除去（画像は [65]より引用）

この手法と QGMを組み合わせることで、スピン系の示す磁性の観測が報告されている。例えば先行研究 [66]では
擬スピン ↑, ↓（6Liの超微細構造の安定な 2準位）によって作られる反強磁性秩序の観測に成功している。反強磁性状
態とは、各サイトに原子が 1つずつ存在し、かつ隣り合う（擬）スピンが反対方向を向いた秩序を持つ状態である。こ
の実験ではまず反強磁性状態の出現するパラメータ領域を準備し、QGMで測定を行っている。結果は図 2.18(a)であ
り、確かに各サイトに 1粒子が存在している様子が見られる。ここで ↓のみを散逸させるビームを照射し、再び QGM

で測定した結果が図 2.18(b)である。残っている原子は全て ↑状態のはずであり、粒子が 1サイト置きに配置している
様子が伺える。つまり、もともとは ↑と ↓が 1サイトごとに交互に並んだ反強磁性状態が実現できていたことが間接
的にわかるのである。ここでビーム照射後の結果において、シグナルの無かったサイトは ↓が存在していたか ↑, ↓の両
方が存在していたかは区別できないことに注意する。

図 2.18 QGMを用いた (a)擬スピン ↓を除去する前と (b)除去した後の反強磁性状態の測定結果。（画像は [66]より引用）。
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2.3.6 その他の人工量子系
人工量子系は光格子中の冷却原子系だけではない。本節ではその他の良く用いられる人工量子系について簡単に紹介
する。まずは、光双極子トラップの応用例をもう一つ紹介しよう。それは光ピンセット（optical tweeser）と呼ばれ
る技術である。まず、レーザー光を対物レンズによって小さな領域に集光することで、その集光点に単一の原子をト
ラップすることができる。ここでレーザー光を空間光変調器（Spatial Light Modulator, SLM）と呼ばれる光学素子
の表面で反射させてから対物レンズで集光させることで、多数の集光点を自由な位置に作ることができる。すなわち原
子を好みの位置に一つ一つトラップすることができるのである（図 2.19）。

図 2.19 光ピンセットによる原子トラップ。(a)実験でのセットアップと (b)様々な形の原子配列の例（原画は [67]より引用）

集光点間の距離は数 µm であり、光格子の格子定数より大きくなるため、サイト間のホッピングは基本的には起こ
らない。そのため Hubbard モデルで表されるような量子多体系のシミュレーションには不向きである。その代わり、
Rydberg原子（Rydberg atom）を用いて長距離相互作用するスピン系を実現することができる [67, 68, 69, 70, 71]。
Rydberg原子とは最外殻電子が高い主量子数に励起した巨大な原子であり、大きな電気双極子モーメントを持つため、
光双極子トラップによって捕獲が可能である。この励起した状態を Rydberg 状態と呼ぶ。Rydberg 原子配列では基
底状態 |g〉と Rydberg状態 |r〉を二準位系と見なしてスピン系を構成する。Rydberg原子を用いることで実装できる
スピン系の代表例が横磁場 Ising模型（transverse-field Ising model）である。横磁場 Ising模型のハミルトニア
ンは

Ĥ =
∑
i<j

Jij σ̂
z
i σ̂

z
j +B⊥

∑
i

σ̂xi +
∑
i

B
∥
i σ̂

z
i (2.84)

で与えられる。ここで J(> 0), B⊥, B
∥
i はそれぞれ反強磁性的交換相互作用、横方向の磁場の強さ、縦方向の磁場の強

さを表す。光ピンセット中の Rydberg 原子配列では、交換相互作用を van der Waals 相互作用、横磁場を 2 準位間
のエネルギー差に対応した Rabi周波数として焼き直して実装する。他にも異なる Rydberg状態を用いることで量子
XY 模型

Ĥ/ℏ =
∑
i ̸=j

C3

R3
ij

(σ̂+
i σ̂

+
j + σ̂−

i σ̂
+
j ) (2.85)

の実装 [72]や、更には原子間の相互作用の強さの角度依存性を上手く使うことによって、トポロジカル相の現れる最も
単純なトイモデルである Su-Schriefger-Heeger（SSH）模型

Ĥ = −
∑

i∈A,j∈B

Jij(b̂
†
i b̂j + b̂†j b̂i) (2.86)

の実装 [73]が行われている。
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冷却原子系では電気的に中性な原子種を用いていたが、イオントラップ系（trapped-ion systems）[19, 20]では
その名の通りイオン、すなわち荷電粒子を用いることにより、適当な電磁場を用いてイオンを真空中に静止させ捕獲す
ることができる。主なトラップ方法としては、静電場と静磁場を用いる Penningトラップと、静電場と振動電場を用
いる Paulトラップの 2つが存在する。イオントラップ系では、イオンの内部状態のうち寿命の長い 2準位を量子ビッ
ト |0〉 , |1〉として採用する。典型例として、40Ca+ の基底電子状態 |4S1/2〉と準安定電子状態 |3D5/2〉（寿命 1s）や、
171Yb+ や 43Ca+ の基底超微細構造準位などをよく用いる。原子の状態が安定している系ではあるが、現状トラップ
できるイオンの数が他の人工量子系よりも少なく、スケールアップが課題となる。
光子系（photonic systems）[74, 75]もまた量子ビット系のシミュレーターとして良く用いられる。光子系では、

一つの光子に対して水平方向の偏光状態 |H〉と垂直方向の偏光状態 |V 〉をローカルな基底として採用し、量子ビット
系を成す。この光子による量子ビットは常温でも動作するため取扱が比較的容易である利点がある。
最後に超伝導回路（superconducting circuits）[76]を紹介する。超伝導回路と呼ばれる特別な電子回路のチップ

を超伝導状態になるまで冷却し、例えば超伝導回路に流れる電流の向き（右回り・左回り）を |0〉と |1〉として表現す
る。超伝導回路は集積化に適しており、量子コンピューティングへの応用が盛んに研究されているが、ノイズに弱く、
また冷却装置が必要であるデメリットも持つ。
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第 3章

量子状態トモグラフィー（QST）と置換不変量
子状態トモグラフィー（PIQST）

量子状態は観測した瞬間に崩壊してしまうため、量子状態を直接「測定」することはできない。その代わりに、測定
した様々な物理量のデータをうまく組み合わせると量子状態を「再構築」することが可能である。このプロトコルを量
子状態トモグラフィー [11, 12, 13, 14]と呼ぶ。本章の 3.1, 3.2節では、スピン S = 1/2系における量子状態トモグラ
フィーの基本原理と、実験の先行研究をレビューする。また、3.3, 3.4, 3.5節では置換不変量子状態トモグラフィーと
いう手法を紹介し、いかに量子状態トモグラフィーの抱える問題を解決するのか説明する。最後に 3.6節では一般の量
子状態に対する PIDMの持つ物理的な意味について考える。

3.1 密度行列の再構築
3.1.1 Pauli基底による展開
ローカルに作用する演算子の定義
L量子ビット系の密度行列は 2L× 2L のトレースが 1のエルミート行列であった。つまり、一つの密度行列を決定す
るためには、対角成分の実数 2L − 1個、非対角成分の実部 2L(2L − 1)/2個、虚部 2L(2L − 1)/2個、合わせて 4L − 1

個の独立な実パラメータを定める必要がある。これらを決定するために、密度行列を Pauli行列によって展開する方法
が知られている。

Pauli行列は
σ1 = X =

(
0 1
1 0

)
, σ2 = Y =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 = Z =

(
1 0
0 −1

)
(3.1)

で定義される 2 × 2エルミート行列である。物理的には σ1, σ2, σ3 は S = 1/2粒子のスピンの x, y, z 成分を与える演
算子としてはたらく*1。以降、2× 2単位行列を

σ0 = I =

(
1 0
0 1

)
(3.2)

で表すことにする。単位行列と Pauli行列は
Tr(σκσλ) = 2δκ,λ (3.3)

を満たす。この性質を直交性（orthogonality）と呼ぶ (行列の内積は付録 Aを参照せよ。)

*1 厳密には ℏ
2
σµ がスピン演算子である。
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1量子ビットの密度行列
簡単のために 1粒子の密度行列から考えよう。密度行列は σ0, σ1, σ2, σ3 を用いて

ρ =
u0
2
σ0 +

u1
2
σ1 +

u2
2
σ2 +

u3
2
σ3 =

1

2

(
u0 + u3 u1 − iu2
u1 + iu2 u0 − u3

)
(3.4)

と展開することができる。密度行列を一つに定めるためには、3(= 41− 1)個の実パラメータ u1, u2, u3 を決定すればよ
い。u0 はトレースが 1であることにより、自明に u0 = 1である。他の uκ は、式（3.4）と Pauli行列の直交性（3.3）
を用いると、

uκ = Tr(ρσκ) = 〈σκ〉 (3.5)

で決定できる。実験では粒子のスピンの x, y, z 成分を何度も測定し、期待値をとることで決定できる。最終的に、式
（3.4）は

ρ =

3∑
µ=0

〈σκ〉
2

σκ (3.6)

と書き換えられ、これで 1量子ビットの密度行列を再構築する表式が得られた。

2量子ビットの密度行列
次に 2量子ビット系の密度行列を Pauli行列で展開することを考えよう。密度行列は 4× 4行列である。2量子ビッ
トの状態を表す基底をローカル基底のテンソル積で定義したように、密度行列を Pauli行列のテンソル積 {σκ1

⊗ σκ2
}

として採用しよう。ここで定義した基底は直交性

Tr[(σκ1
⊗ σκ2

)(σλ1
⊗ σλ2

)] = 4δκ1,λ1
δκ2,λ2

(3.7)

を満たす*2。この基底を用いると密度行列は

ρ =
u00
4

(σ0 ⊗ σ0) +
u01
4

(σ0 ⊗ σ1) +
u02
4

(σ0 ⊗ σ2) +
u03
4

(σ0 ⊗ σ3) +
u10
4

(σ1 ⊗ σ0) +
u11
4

(σ1 ⊗ σ1) +
u12
4

(σ1 ⊗ σ2) +
u13
4

(σ1 ⊗ σ3) +
u20
4

(σ2 ⊗ σ0) +
u21
4

(σ2 ⊗ σ1) +
u22
4

(σ2 ⊗ σ2) +
u23
4

(σ2 ⊗ σ3) +
u30
4

(σ3 ⊗ σ0) +
u31
4

(σ3 ⊗ σ1) +
u32
4

(σ3 ⊗ σ2) +
u33
4

(σ3 ⊗ σ3)

=
1

4


u00 + u03 + u30 + u33 u01 + u31 − i(u02 + u32) u10 + u13 − i(u20 + u23) u11 − u22 − i(u12 + u21)
u01 + u31 + i(u02 + u32) u00 − u03 + u30 − u33 u11 + u22 + i(u12 − u21) u10 − u13 − i(u20 − u23)
u10 + u13 + i(u20 + u23) u11 + u22 − i(u12 − u21) u00 + u03 − u30 − u33 u01 − u31 − i(u02 − u32)
u11 − u22 + i(u12 + u21) u10 − u13 + i(u20 − u23) u01 − u31 + i(u02 − u32) u00 − u03 − u30 + u33


(3.8)

と展開できる。u00 はトレースが 1 になるように u00 = 1 と直ちに決まるので、求めるべきパラメータは
u01, u02, u03, u10, u11, u12, u13, u20, u21, u22, u23, u30, u31, u32, u33 の 15(= 42−1)個である。式（3.8）と直交性（3.7）
を用いると、パラメータは

uκ1κ2 = Tr[ρ(σκ1 ⊗ σκ2)] = 〈σκ1 ⊗ σκ2〉 (3.9)

で求めることができる。実験では各粒子のスピンの x, y, z 成分、及び xx, xy, xz, yx, yy, yz, zx, zy, zz 相関関数を何度
も測定し、その期待値から得られる。

*2 Tr[(σκ1 ⊗ σκ2 )(σλ1
⊗ σλ2

)] = Tr[σκ1σλ1
⊗ σκ2σλ2

] = Tr[σκ1σλ1
] · Tr[σκ2σλ2

] = 2δκ1,λ1
· 2δκ2,λ2

= 4δκ1,λ1
δκ2,λ2
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最終的に式（3.8）を書き換えて
ρ =

3∑
κ1=0

3∑
κ2=0

〈σκ1
⊗ σκ2

〉
4

(σκ1 ⊗ σκ2) (3.10)

を得る。

L量子ビットの密度行列
では最後に 1, 2 量子ビットの話を一般化し、L 量子ビットの密度行列の展開を考えよう。L 粒子系の密度行列は

2L × 2L のエルミート行列である。密度行列を表現する基底を {σκ1
⊗ σκ1

⊗ · · · ⊗ σκL
}としよう。この基底は直交性

Tr[(σκ1
⊗ σκ2

⊗ · · · ⊗ σκL
)(σλ1

⊗ σλ2
⊗ · · · ⊗ σλL

)] = 2Lδκ1,λ1
δκ2,λ2

· · · δκL,λL
(3.11)

を満たす。この直交基底を用いると密度行列は

ρ =
u00···0
2L

(σ0 ⊗ σ0 ⊗ · · · ⊗ σ0) +
u00···1
2L

(σ0 ⊗ σ0 ⊗ · · · ⊗ σ1) + · · ·+
u33···3
2L

(σ3 ⊗ σ3 ⊗ · · · ⊗ σ3) (3.12)

と展開できる。密度行列を決めるパラメータは

uκ1κ2···κL
= Tr[ρ(σκ1 ⊗ σκ2 ⊗ · · · ⊗ σκL

)] = 〈σκ1 ⊗ σκ2 ⊗ · · · ⊗ σκL
〉 (3.13)

で得られる。従って、L量子ビットの密度行列は
密度行列の Pauli基底による展開

ρ =

3∑
κ1=0

3∑
κ2=0

· · ·
3∑

κL=0

〈σκ1
⊗ σκ2

⊗ · · · ⊗ σκL
〉

2L
(σκ1

⊗ σκ2
⊗ · · · ⊗ σκL

) (3.14)

と展開することができることが分かった。実験から求める値は多体の相関関数の期待値 {〈σκ1 ⊗ σκ2 ⊗ · · · ⊗ σκL
〉}で

ある。このように、同一の量子状態を準備、様々な物理量を観測することを繰り返して得られたデータを組み合わせ、
密度行列を「再構築」することを量子状態トモグラフィー（quantum state tomography, QST）[11, 12, 13, 14]*3
と呼ぶ。

3.1.2 直交基底による展開の一般化
前節では天下り式に密度行列を Pauli行列による基底で展開し、QSTの理論式 (3.14)を求めた。ここでは Pauli行
列に縛られず、一般の直交基底を用いた場合の表式を求める。実はここでの考え方が次章に繋がる。
まず話を簡単にするため、ベクトル aを直交基底 {vµ}によって分解することを考える（図 3.1）。ここで直交基底は
規格化されていなくて良く

vµ · vν = |vµ|2δµ,ν (3.15)

を満たす。すると
a =

∑
µ

c̃µ
vµ
||vµ||

=
∑
µ

cµvµ (3.16)

と書ける。係数 {cµ}は
cµ = c̃µ

1

||vµ||
= a · vµ

||vµ||
1

||vµ||
=

a · vµ
||vµ||2

(3.17)

で与えられる。

*3 “tomography”とは、ラテン語の tomo（切断する）と graph（描く）の合成語である。もともとは地質探査や医療診断等で調査対象をその
周辺の様々な方向から多数の投影データを取得し、それらを用いて画像化する技術として用いられる言葉である。例えば X線を利用して体の
内部の断面像を得る CT 検査は Computed Tomography の略である。QST も似たニュアンスがあり、「様々な方向からの投影」は「様々
な基底での測定」、「画像化」は「密度行列の再構築」に対応している。



第 3章 量子状態トモグラフィー（QST）と置換不変量子状態トモグラフィー（PIQST） 37

図 3.1 2次元ベクトルの直交基底による分解

この要領で行列 ρの直交基底 {Mµ}による分解

ρ =
∑
µ

CµMµ (3.18)

を考える。ρはエルミート行列であるので、{Mµ}もエルミート行列と考えることにする。ここでベクトル同士の内積
は行列同士の Frobenius内積に置き換えることができる（詳細は付録 Aを参照せよ）。{Mµ}の直交性は

Tr(MµMν) = Tr(M2
µ)δµ,ν (3.19)

と表すことができる。式（3.17）をもとに考えると係数 {Cµ}は、

Cµ =
Tr(ρMµ)

Tr(M2
µ)

=
〈Mµ〉

Tr(M2
µ)

(3.20)

で与えられる。よって

密度行列の直交基底による分解

ρ =
∑
µ

〈Mµ〉
Tr(M2

µ)
Mµ (3.21)

を得る。{Mµ}の例として、Pauli行列のテンソル積によって定義される直交基底

Mµ = σ
κ
(µ)
1
⊗ σ

κ
(µ)
2
⊗ · · · ⊗ σ

κ
(µ)
L

(3.22)

を選んでみよう。ここで κ
(µ)
i ∈ {0, 1, 2, 3}をとるとし、配列 {κ(µ)1 , κ

(µ)
2 , · · · , κ(µ)L }は µ ∈ [1, 4L]によって一意に定ま

るものとする。式（3.21）の分母は

Tr(M2
µ) = Tr

[
(σ
κ
(µ)
1
⊗ σ

κ
(µ)
2
⊗ · · · ⊗ σ

κ
(µ)
L

)(σ
κ
(µ)
1
⊗ σ

κ
(µ)
2
⊗ · · · ⊗ σ

κ
(µ)
L

)
]

= Tr

[(
σ
κ
(µ)
1

)2
⊗
(
σ
κ
(µ)
2

)2
⊗ · · · ⊗

(
σ
κ
(µ)
L

)2]
= Tr [I ⊗ I ⊗ · · · ⊗ I] = [Tr(I)]L = 2L (3.23)

となる。つまり、
ρ =

∑
µ

〈σ
κ
(µ)
1
⊗ σ

κ
(µ)
2
⊗ · · · ⊗ σ

κ
(µ)
L

〉

2L
(σ
κ
(µ)
1
⊗ σ

κ
(µ)
2
⊗ · · · ⊗ σ

κ
(µ)
L

) (3.24)

と書ける。これはまさに式（3.14）の形そのものである。
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3.2 QSTの課題点
3.2.1 観測基底の指数関数的増大
式（3.14）を見ると、QSTを実験で行うのはあまりにも現実的でないことがわかる。その理由の一つが粒子数 Lに
関して指数関数的に増大する実験コストである。実験で得る値は {〈σµ1

⊗ σµ2
⊗ · · · ⊗ σµL

〉}であった。つまり、必要
となる異なる期待値は 4L − 1個である。そのためこのままでは量子多体系に対して適用することが困難である。実際
に 2025年 3月 11日現在で報告された人工量子系における QSTの実験例*4を見てみよう。

超伝導回路による QST：2 ∼ 5量子ビット
先行研究 [77] では、ローカルな量子ゲート操作と読み出しを得意とする超伝導回路を用いて、2 ∼ 5 qubit の

Greenberger–Horne–Zeilinger状態（GHZ state）[78, 79]

|GHZL〉 =
1√
2

(
|0〉⊗L + |1〉⊗L

)
(3.25)

を用意し QSTを行っている。理想的な密度行列は

ρ = |GHZL〉 〈GHZL| =


1/2 0 · · · 0 1/2
0 0 · · · 0 0
...

...
. . . 0

...
0 0 · · · 0 0

1/2 0 · · · 0 1/2

 (3.26)

である。ここでは初期状態 |0〉⊗L を準備し、図 3.2(b)に示す量子回路を通して |GHZL〉を準備する。

図 3.2 (a)L = 2, 3, 4, 5における |GHZL⟩ ⟨GHZL|の QSTの結果（図は文献 [77]より引用）と (b)|GHZL⟩を生成する量子回路

量子回路内で登場する 1量子ビット量子ゲートは

Ry(φ) =

(
cos φ2 − sin φ

2
sin φ

2 cos φ2

)
(3.27)

*4 QSTは様々な文脈で実験がなされているが、ここでは全系の密度行列を真面目に再構築した例を挙げている。



第 3章 量子状態トモグラフィー（QST）と置換不変量子状態トモグラフィー（PIQST） 39

であり、Bloch球上のある点の状態を y 軸中心に φ回転させた点の状態に変換する役割を持つ。2量子ビット量子ゲー
トは制御 Z ゲート（controlled-Z gate）

CZ = |0〉 〈0| ⊗ I + |1〉 〈1| ⊗ Z =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1

 , (3.28)

である。制御 Z ゲートは制御量子ビットと標的量子ビットの 2 量子ビットに作用する量子ゲートである。制御量子
ビットが |0〉であれば標的量子ビットには操作を行わず、制御量子ビットが |1〉であれば標的量子ビットに Z（Pauli行
列 σ3）を作用させる。式（3.28）は一つ目の量子ビットが制御量子ビット、二つ目の量子ビットが標的量子ビットとし
たものである。例えば 3量子ビット系で、二つ目、三つ目の量子ビットをそれぞれ制御量子ビット、標的量子ビットと
するのであれば CZ = I ⊗ |0〉 〈0| ⊗ I + I ⊗ |1〉 〈1| ⊗ Z となる。回路図では制御量子ビットに黒丸、標的量子ビットに
四角を置き、両者を線で結んで表す。再構築された密度行列は図 3.2(a)の通りであり、おおよそ式（3.26）と同じ行列
ができていることが分かる。QSTの正確さはしばしば忠実度（fidelity）（詳細は付録 Aを参照せよ）によって評価
される。再構築した密度行列が理想的な密度行列と一致するとき忠実度は 1をとり、直交するときは 0を取る。この
QSTの忠実度は L = 2, 3, 4, 5でそれぞれ 0.995(4), 0.960(5), 0.863(5), 0.817(5)である。

フォトン系による QST：4量子ビット
先行研究 [80]ではフォトン系を用いて 4qubitのDicke状態（Dicke state）[24]

|D(2)
4 〉 =

1√
6
(|0011〉+ |0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1100〉) (3.29)

の QSTを行っている。|0〉 , |1〉はそれぞれ水平方向、垂直方向に偏光したフォトンの状態を表す。実際のセットアップ
を図 3.3に示す。一つの光を 3つのビームスプリッター（BS）を用いて 4つに分解することで |D(2)

4 〉を作り出してい
る。また分けた光をそれぞれの偏向ビームスプリッター（PBS）に通す。PBSは状態 |0〉と |1〉を分けることができ、
分けた先にそれぞれ光子の検出器を置くことで各フォトンの量子状態を測定することができる。この状態の理想的な密
度行列を図 3.4 (a)に示す。この密度行列はすべての成分が実数であり、虚部は 0である。また、QSTによって得られ
た密度行列の実部及び、理想的な密度行列との差をそれぞれ図 3.4 (b), (c) に示す。得られた忠実度は 0.844 ± 0.008

であった。

図 3.3 |D(2)
4 ⟩を準備・測定するためのセットアップ（図は文献 [80]より引用）
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図 3.4 |D(2)
4 ⟩の（a）理想的な密度行列（実部のみ）,（b）QSTによって得られた密度行列の実部,（c）理想的な

密度行列と QSTの結果の差（図は文献 [80]より引用）

イオントラップ系による QST：8量子ビット
最後にイオントラップ系における QST を紹介する [81]。この実験では 40Ca+ イオンを一次元的にトラップし、

8qubitのW状態 [82, 83, 84]*5

|W8〉 =
1√
8
(|10 · · · 0〉+ |010 · · · 0〉+ · · ·+ |0 · · · 01〉) (3.30)

を実現させて QST を行っている。得られた密度行列は図 3.5 に示す通りで、忠実度は 0.72 であった。この研究は
2025年 3月 11日時点で報告された一番粒子数の多い QSTである。このように全体系のQSTはスケールアップが困
難であることがわかる。

図 3.5 イオントラップ系を用いて再構築された 8粒子W状態 |W8⟩の密度行列。各要素は絶対値を取っている。
右上の画像は実際にトラップされたイオンの様子である（図は文献 [81]より引用）。

*5 W状態は L粒子のうち 1粒子が励起した Dicke状態と一致する。
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3.2.2 量子化軸の局所的回転の困難
光格子中の冷却原子系と QGMを用いた QSTはさらに困難となる。その理由は {〈σµ1

⊗ σµ2
⊗ · · · ⊗ σµL

〉}を測定
するためには粒子毎に量子化軸を回転させなければならないからである。例えば、量子気体顕微鏡ではスピンの z 成分
を観測することができるため、{〈Z⊗L〉}は簡単に得られる。また、系全体に量子化軸を回転させる Rabiパルス光を適
当に照射して測定をすることで、{〈X⊗L〉}や {〈Y ⊗L〉}など全ての粒子に対して同じ成分の測定は容易に行うことがで
きる（図 3.6(a)）。問題になのは、それら以外の「向きがバラバラ」な基底（例えば {〈X ⊗ Y ⊗X ⊗ Z ⊗X ⊗ Y ⊗ Y 〉}
など）の測定であり、ローカルに Rabiパルス光を照射して測定しなければならない（図 3.6(b)）。この局所操作*6は粒
子数が多くなると非常に手間のかかる作業である。特に光格子中の冷却原子系においては、格子定数（粒子間距離）が
O(10−7m)（レーザー光の波長オーダー）であり、現状の技術では局所的なRabiパルス光照射は分解能的に不可能で
ある。

図 3.6 QGMを用いた (a)大域 Rabiパルス光照射及び (b)局所 Rabiパルス光照射を必要とする基底の観測

3.3 置換不変密度行列（PIDM）
3.3.1 定義
QSTは O(4L)で増加する観測回数と QGMにおける局所量子化軸回転の問題を抱えており、これらの問題を解決す
ることでスケーラブルな QST が期待される。そこで本章では置換不変量子状態トモグラフィー (permutationally

invariant quantum state tomography, PIQST)[21, 22, 23] に注目する。QST は密度行列を再構築する手法

*6 ここで言う「局所」は「量子多体系の中の一部の粒子」の意味で用いている。
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であったのに対し、PIQST は置換不変密度行列（permutationally invariant part of the density matrix,

PIDM）を構築する手法である。PIDMは以下の式で定義される。

置換不変密度行列（PIDM）

Π (ρ) =
1

L!

∑
s∈SL

P̂sρP̂†
s (3.31)

ここで SL は L次の対称群（symmetric group）でありその元 sは置換（permutation）である。置換とは L

個のものをある順番で 1列に並べ替える操作であり、例えば「1,2,3,4」を「2,4,1,3」に並び替える置換 sは

s =

(
1 2 3 4
s(1) s(2) s(3) s(4)

)
=

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
(3.32)

と表す。すなわち SL の元は L!個存在する。また、P̂s は L個の粒子を置換 sによって並び替える演算子である。す
なわち

P̂s |q1q2 · · · qL〉 = |qs(1)qs(2) · · · qs(L)〉 (3.33)

である。ここで |q1q2 · · · qL〉 = |q1〉 ⊗ |q2〉 ⊗ · · · ⊗ |qL〉であり、|qi〉は i番目の qubitの状態を表す。演算子 P̂s はユニ
タリー演算子であり、

P̂s =
L∑
j=1

∑
qj∈{0,1}

L⊗
i=1

F̂ qis(qi) (3.34)

によって得られる*7。ただし F̂µν = |µ〉 〈ν| , (µ, ν ∈ {0, 1})である。PIDMは、エルミート性（Hermicity）、Tr(ρ) = 1

（unit trace）、半正定値性（positive semi-definiteness）の 3つの性質を持つため、密度行列としての意味を持っ
た行列である。以下でその性質を簡単に示す。

• エルミート性（Π (ρ)† = Π (ρ)）

Π (ρ)† =
1

L!

∑
s∈SL

(P̂sρP̂†
s )

† =
1

L!

∑
s∈SL

= (P̂†
s )

†ρ†P̂†
s =

1

L!

∑
s∈SL

P̂sρP̂†
s = Π (ρ) ■ (3.35)

• Tr[Π (ρ)] = 1

Tr[Π (ρ)] =
1

L!

∑
s∈SL

Tr
[
P̂sρP̂†

s

]
=

1

L!

∑
s∈SL

Tr(ρ) =
1

L!
· L! = 1 ■ (3.36)

ここでトレースの巡回不変性と P̂s のユニタリー性を用いた。
• 半正定値性（Π (ρ) � 0）

Π (ρ) � 0 ⇔ ∀ |x〉 , 〈x|Π (ρ)|x〉 ≥ 0 (3.37)

を示す。
〈x|Π (ρ)|x〉 = 1

L!

∑
s∈SL

〈x|P̂†
sρP̂s|x〉 =

1

L!

∑
s∈SL

〈x|ρ|x〉 ≥ 0 ■ (3.38)

ここで 〈x|ρ|x〉 ≥ 0を用いた。

式（3.31）によると、Π (ρ)とは、ある ρに対し N !通り全ての置換を施して平均化（対称化）したものである。図
3.7が PIDMにおける粒子の置換のイメージ図である。尚、本研究では PIDMの引数 ρは純粋状態として考える。

*7 P̂sP̂†
s = P̂†

s P̂s = I が成り立つ。エルミート性 P̂†
s = P̂s は必ずしも成り立つわけではない。エルミート性が成り立つときは P̂2

s = I が成
り立つため 2回作用させて元の状態に戻る置換である。
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図 3.7 PIDMにおける粒子の置換のイメージ。円が連なった絵は各置換を行った状態の密度行列を表す。

3.3.2 置換不変基底による展開
Π (ρ)は実験ではどのように構築できるのだろうか。つまり、我々は QSTにおける式（3.14）の「PIQST版」が欲
しいわけである。実は QSTの式を導いたように、直交する基底によって展開することが可能である。今回は直交基底
として

B(n)µ ≡ Π
(
X⊗kµ ⊗ Y ⊗lµ ⊗ Z⊗mµ ⊗ I⊗n

)
(3.39)

を選ぼう。但し kµ, lµ,mµ, nは 0を含めた自然数であり、kµ + lµ +mµ + n = Lを満たすものとする。また µを一つ
指定すると自然数の組 {kµ, lµ,mµ}が決まるものとする。直交性は

Tr
[
B(n)µ B

(n′)
µ′

]
=
kµ!lµ!mµ!n!

L!
2Lδµ,µ′δn,n′ (3.40)

で表される*8。従って式（3.21）より、
PIDMの置換不変基底による展開

Π (ρ) =
L!

2L

L∑
n=0

∑
µ

kµ+lµ+mµ+n=L

〈B(n)
µ 〉

kµ!lµ!mµ!n!
B(n)µ (3.41)

を得る。これが目標としていた式（3.14）の「PIQST版」である。

ここで Π
(
X⊗kµ ⊗ Y ⊗lµ ⊗ Z⊗mµ ⊗ I⊗n

)の取り扱いについて確認しておこう。P̂s はあるケットに作用させると、
粒子に置換 sを施した状態を作るのであった。簡単のため L = 2とし、

Π (X ⊗ Y ) =
1

2!

∑
s∈S2

P̂s(X ⊗ Y )P̂†
s (3.42)

*8 ここで

Tr((B(n)
µ )2)

=
1(
L!

kµ!lµ!mµ!n!

)2
Tr

 ∑
s∈S̃L

P̂s(X⊗kµ ⊗ Y ⊗lµ ⊗ Z⊗mµ ⊗ I⊗n)P̂†
s

 ∑
s′∈S̃L

P̂s′ (X⊗kµ ⊗ Y ⊗lµ ⊗ Z⊗mµ ⊗ I⊗n)P̂†
s′


=

1(
L!

kµ!lµ!mµ!n!

)2
Tr

 ∑
s∈S̃L

P̂s
(
(X2)⊗kµ ⊗ (Y 2)⊗lµ ⊗ (Z2)⊗mµ ⊗ (I2)⊗n

)
P̂†
s


=

1(
L!

kµ!lµ!mµ!n!

)2

∑
s∈S̃L

Tr
[
P̂s

(
I⊗L

)
P̂†
s

]
=

1(
L!

kµ!lµ!mµ!n!

)2
×

L!

kµ!lµ!mµ!n!
× (TrI)L =

kµ!lµ!mµ!n!

L!
2L

を用いた。但し、∑
s∈S̃L

は全ての非自明な並び替えに関する和である。
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を考える。この演算子の状態 |q1q2〉に対する期待値を計算すると

〈q1q2|Π (X ⊗ Y )|q1q2〉 =
1

2!

∑
s∈S2

〈q1q2|P̂s(X ⊗ Y )P̂†
s |q1q2〉

=
1

2!
(〈q1q2|X ⊗ Y |q1q2〉+ 〈q2q1|X ⊗ Y |q2q1〉)

=
1

2!
(〈q1q2|X ⊗ Y |q1q2〉+ 〈q1q2|Y ⊗X|q1q2〉)

=

〈
q1q2

∣∣∣∣ 12! (X ⊗ Y + Y ⊗X)

∣∣∣∣ q1q2〉 (3.43)

すなわち

Π (X ⊗ Y ) =
1

2!
(X ⊗ Y + Y ⊗X) (3.44)

である。また、この結果から Π (X ⊗ Y ) = Π (Y ⊗X)が言える。
L = 3での例も見ておこう。例えば

Π (X ⊗ Y ⊗ Z) = 1

3!

∑
s∈S3

P̂s(X ⊗ Y ⊗ Z)P̂†
s . (3.45)

を同様に計算してみると

〈q1q2q3|Π (X ⊗ Y ⊗ Z)|q1q2q3〉 =
1

3!

∑
s∈S3

〈q1q2q3|P̂s(X ⊗ Y ⊗ Z)P̂†
s |q1q2q3〉

=
1

3!
(〈q1q2q3|X ⊗ Y ⊗ Z|q1q2q3〉+ 〈q1q3q2|X ⊗ Y ⊗ Z|q1q3q2〉+

〈q2q1q3|X ⊗ Y ⊗ Z|q2q1q3〉+ 〈q2q3q1|X ⊗ Y ⊗ Z|q2q3q1〉+
〈q3q1q2|X ⊗ Y ⊗ Z|q3q1q2〉+ 〈q3q2q1|X ⊗ Y ⊗ Z|q3q2q1〉)

=
1

3!
(〈q1q2q3|X ⊗ Y ⊗ Z|q1q2q3〉+ 〈q1q2q3|X ⊗ Z ⊗ Y |q1q2q3〉+

〈q1q2q3|Y ⊗X ⊗ Z|q1q2q3〉+ 〈q1q2q3|Y ⊗ Z ⊗X|q1q2q3〉+
〈q1q2q3|Z ⊗X ⊗ Y |q1q2q3〉+ 〈q1q2q3|Z ⊗ Y ⊗X|q1q2q3〉)

=

〈
q1q2q3

∣∣∣∣ 13! (X ⊗ Y ⊗ Z +X ⊗ Z ⊗X + Y ⊗X ⊗ Z

1

3!
+ Y ⊗ Z ⊗X + Z ⊗X ⊗ Y + Z ⊗ Y ⊗X)

∣∣∣∣ q1q2q3〉 (3.46)

すなわち

Π (X ⊗ Y ⊗ Z) = 1

3!
(X⊗Y ⊗ Z +X ⊗ Z ⊗X + Y ⊗X ⊗ Z +

+Y ⊗Z ⊗X + Z ⊗X ⊗ Y + Z ⊗ Y ⊗X) (3.47)

である。すなわちΠ (X⊗Y ⊗Z) = Π (X⊗Z⊗Y ) = Π (Y ⊗X⊗Z) = Π (Y ⊗Z⊗X) = Π (Z⊗X⊗Y ) = Π (Z⊗Y ⊗X)

が成り立つ。同じ Pauli演算子を複数含む場合は、例えば

Π (X ⊗X ⊗ Z) = 1

3!

∑
s∈S3

P̂s(X ⊗X ⊗ Z)P̂†
s . (3.48)
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を同様に計算してみると

〈q1q2q3|Π (X ⊗X ⊗ Z)|q1q2q3〉 =
1

3!

∑
s∈S3

〈q1q2q3|P̂s(X ⊗X ⊗ Z)P̂†
s |q1q2q3〉

=
1

3!
(〈q1q2q3|X ⊗X ⊗ Z|q1q2q3〉+ 〈q1q3q2|X ⊗X ⊗ Z|q1q3q2〉+

〈q2q1q3|X ⊗X ⊗ Z|q2q1q3〉+ 〈q2q3q1|X ⊗X ⊗ Z|q2q3q1〉+
〈q3q1q2|X ⊗X ⊗ Z|q3q1q2〉+ 〈q3q2q1|X ⊗X ⊗ Z|q3q2q1〉)

=
1

3!
(〈q1q2q3|X ⊗X ⊗ Z|q1q2q3〉+ 〈q1q2q3|X ⊗ Z ⊗X|q1q2q3〉+

〈q1q2q3|X ⊗X ⊗ Z|q1q2q3〉+ 〈q1q2q3|X ⊗ Z ⊗X|q1q2q3〉+
〈q1q2q3|Z ⊗X ⊗X|q1q2q3〉+ 〈q1q2q3|Z ⊗X ⊗X|q1q2q3〉)

=

〈
q1q2q3

∣∣∣∣∣ 13!
2!

(X ⊗X ⊗ Z +X ⊗ Z ⊗X + Z ⊗X ⊗X

∣∣∣∣∣ q1q2q3
〉

(3.49)

すなわち

Π (X ⊗X ⊗ Z) = 1
3!
2!

(X ⊗X ⊗ Z +X ⊗ Z ⊗X + Z ⊗X ⊗X) (3.50)

である。ここでは Π (X ⊗X ⊗ Z) = Π (X ⊗ Z ⊗X) = Π (Z ⊗X ⊗X)が成り立つ。まとめると、

Π
(
X⊗kµ ⊗ Y ⊗lµ ⊗ Z⊗mµ ⊗ I⊗n

)
=

1
L!

kµ!lµ!mµn!

∑
s∈S̃L

P̂s(X⊗kµ ⊗ Y ⊗lµ ⊗ Z⊗mµ ⊗ I⊗n)P̂†
s

であり、Π は L個の局所的な演算子に対して全ての非自明な置換を行い対称化する。言い換えると、Π は同じ数だけ
{X,Y, Z, I}を持つ演算子を全て同じとみなす操作である（例:Π (X ⊗ Y ) = Π (Y ⊗X)）。大雑把には、この「演算子
の同一化」が PIQSTにおける実験コストの削減に繋がっている。では次に、具体的にどれほどコストが削減されるの
か数学的に考えてみよう。

3.4 PIQSTの利点
3.4.1 線形独立な置換不変基底の数
PIDMの構築には
置換不変基底

B(n)µ ≡ Π
(
X⊗kµ ⊗ Y ⊗lµ ⊗ Z⊗mµ ⊗ I⊗n

)
(3.51)

の期待値が必要であった。独立な置換不変基底の数は kµ + lµ +mµ + n = Lを満たす非負整数の組 {kµ, lµ,mµ, n}の
場合の数を求めることと同値である。まず n = 0の場合を考える。このとき、求めるべき場合の数は

DL ≡ L+2CL =
L2 + 3L+ 2

2
(3.52)

で求まる*9。次に 0 < n ≤ Lの場合も同様に考えると、各 nに対し DL−n 通り存在することが分かる。結局、独立な
置換不変基底の数は

L∑
n=0

DL−n =
L3 + 6L2 + 11L+ 6

6
(3.53)

と計算できる。つまり、PIQSTで必要な期待値の数は O(L3)である。これは従来の QSTが O(4L)であったことを
考えると大幅に実験コストを削減できていることがわかる。

*9 L個の「○」と 2本の「|」を一列に並べる場合の数（いわゆる「重複組み合わせ」）と一致する。一列に並べたときに「|」で区切られた 3区
間の中にあるそれぞれの「○」の数は、{kµ, lµ,mµ}と対応させることができる。
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3.4.2 置換不変基底の線形変換と大域的量子化軸回転
ここで置換不変基底 {B(n)µ }DL−n

µ=1 と線形変換で繋がる新たな基底 {A(n)
ν }DL−n

ν=1 を
置換不変基底・その 2

A(n)
ν ≡ Π

(
A⊗(L−n)
ν ⊗ I⊗n

)
(3.54)

で定義する。ここで Aν = ανX + βνY + γνZ であり、αν , βν , γν は (αν)
2 + (βν)

2 + (γν)
2 = 1を満たす実数とする。

つまり位置ベクトル

aν =

 αν
βν
γν

 (3.55)

で決まる点は半径 1の球面上に存在する（図 3.8）。

図 3.8 ランダムベクトル aν

{A(n)
ν }DL−n

ν=1 互いに直交はしていないがが互いに線形独立であるため、{B(n)µ }DL−n

µ=1 と同じ空間を張ることができ、
PIDMを表現することができる。{B(n)µ }と {A(n)

ν }の間の線形変換を

B(n)µ =

DL−n∑
ν=1

C(n)
µν A(n)

ν (3.56)

と表すことにしよう。変換行列 C(n) = {C(n)
µν }は以下のように解析的に求めることができる。

((C(n))−1)νµ =
Tr
[
A(n)
ν B(n)µ

]
Tr

[(
B(n)µ

)2] =
(2αν)

kµ (2βν)
lµ (2γν)

mµ (L− n)!
kµ!lµ!mµ!2L−n

. (3.57)

この行列成分は B(n)µ と A(n)
ν を構成する要素のみで決まることがわかる。つまり {〈A(n)

ν 〉}DL−n

ν=1 を測定できたとする
と、式（3.56）を通して、PIQSTに必要な {〈B(n)

µ 〉}DL−n

µ=1 が直ちに求まるのである。ここで大切なのは A(n)
ν を構成す

るローカルな演算子は Aν のみであるということである。言い換えると、A(n)
ν は全てのサイトで量子化軸を aν 方向に

向けて測定を行えば得られる。つまり PIQSTは、置換不変基底を上手く変換できるおかげでローカルな量子化軸回転
が不要となり、代わりに大域的な回転で実行可能となるのである。このロジックにより、PIQSTは光格子系における
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量子気体顕微鏡による測定と相性が良く、現実的に実行可能なプロトコルであると言える。これが PIQSTの 2つ目の
強力な点である。

3.5 PIQSTの実験
PIQSTはもともと 4粒子の Dicke状態 [24]における効率的な密度行列の再構築法（量子状態トモグラフィー）とし
て考案された [21]。Dicke状態とは

|D(n)
L 〉 =

1√
LCn

∑
s∈SL

P̂s
(
|0〉⊗(L−n) ⊗ |1〉⊗n

)
(L− n)!n!

(3.58)

で定義される量子状態であり、この先行研究では L = 4, n = 2の Dicke状態を扱っている。すなわち

|D(2)
4 〉 =

1√
6
(|0011〉+ |0101〉+ |0110〉+ |1001〉+ |1010〉+ |1100〉) (3.59)

を考える。この密度行列 ρtheory = |D(2)
4 〉 〈D

(2)
4 |は Π (ρ) = ρが成り立つ特別な状態である。そのため PIQSTを用い

ることで、本来 QSTで生じる問題を避けながら密度行列を再構築することができる。この先行研究ではフォトン系を
用いて |D(2)

4 〉を用意したうえで、ベクトル {aν}15ν=1 を「ランダム分布」（図 3.9(a)）で決めた PIQSTと、球面一様分
布に「最適化した分布」（図 3.9(d)）で決めた PIQSTを行っている。前者及び後者の方法によって構築された密度行列
（PIDM）をそれぞれ ρrandomexp , ρoptimized

exp と書くことにする。「ランダム分布」で行った {B(n)µ }の測定結果及び ρrandomexp

はそれぞれ図 3.9(b),(c) の通りである。得られた相関関数の値は従来の QST による値とおおよそ合っているものの
分散が大きく、忠実度は F (ρtheory, ρ

random
exp ) = 0.814(59) であった。一方、「最適化した分布」で行った {B(n)µ } の測

定結果及び ρoptimized
exp はそれぞれ図 3.9(e),(f)の通りである。得られた相関関数の値は従来の QSTによる値とほとん

ど合致しており、分散も小さいことが読み取れる。忠実度は F (ρtheory, ρ
optimized
exp ) = 0.852(9)であった。またこの論

考研究では、従来の QSTも行い 2種類の PIQSTのパフォーマンスと比較している。この QSTで得られた密度行列
を ρfullexp と書くと、忠実度は F (ρtheory, ρ

random
exp ) = 0.880, F (ρtheory, ρ

optimized
exp ) = 0.947となり、「最適化した分布」で

行った PIQSTは従来の QSTとほとんど変わらない結果を得られることがわかる。これは実験ではランダムベクトル
を正確に制御することができずノイズが入ってしまうため、なるべく方向がオーバーラップしない分布の方が制度が良
いと考えられている。

図 3.9 (a) ランダム分布. (b) ランダム分布の PIQST によって得られた相関関数の測定値. (c) ランダム分布の
PIQSTによって再構築された密度行列の実部（左）と虚部（右）. (d)最適化した分布. (e)最適化分布の PIQST

によって得られた相関関数の測定値. (f)最適化分布の PIQSTによって再構築された密度行列の実部（左）と虚部
（右）（原画は [21]より引用）
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3.6 一般の純粋状態に対する PIDM

Dicke状態にようにその密度行列がその PIDMを完全一致する（Π (ρ) = ρを満たす）状態にとって PIQSTは「効
率の良い QST」であり、PIDMによって全情報を取得することができる。しかし Π (ρ) = ρが成り立つ量子状態はレ
アであり、一般の量子状態は Π (ρ) 6= ρとなる。では一般に Π (ρ)は物理的にどのような情報を提供してくれるのか考
えよう。そのために第 2章で述べた「純粋状態の量子エンタングルメントと縮約密度行列の関係」についておさらいす
る。縮約密度行列 ρA は、密度行列 ρに対して部分トレース

TrB : D −→ DA, ρ 7−→ ρA (3.60)

を施すことで得られる密度行列である。ここで D は状態空間（考えている系で取りうる全密度行列が所属する空
間）*10、DA は部分系 Aに関する状態空間（部分系 Aで取りうる全密度行列が所属する空間）である。つまり部分ト
レースとは部分系の情報を捨てる操作といえる。そのため一般に残りの部分系の情報には「不確かさ」が生じる。この
「不確かさ」を逆手に取ることで、部分トレースを取る前のエンタングルメントの強さを議論することができる。すな
わち、ρA が純粋状態（「不確かさ」なし）であればもともと部分系間にエンタングルメントは無く、混合状態（「不確か
さ」あり）であればエンタングルしていることがわかるのである（表 3.1上段）。

表 3.1 部分トレースと対称化によって捨てられる情報と得られる情報の比較

ρに施す操作 操作で捨てる情報 操作で得られる密度行列 ρ̃ ρ̃の純粋/混合 ρに関する情報

部分トレース TrB 部分系の状態 縮約密度行列 ρA 純粋 セパラブル状態（積状態）
混合 エンタングル状態

対称化 Π 空間構造　 PIDMΠ (ρ) 純粋 置換不変状態
　 混合 置換不変状態でない

では話を PIDMに戻そう。ここでも ρは純粋状態とする。PIDMΠ (ρ)は ρに対して対称化操作

Π : D −→ P, ρ 7−→ Π (ρ) (3.61)

を施すことで得られる密度行列である。ここで Π (ρ)が存在する空間を Pと表した。Pには密度行列のうち対称化され
た（もしくは初めから対称的な）もののみが所属するため、Pは Dの部分空間である。Π (ρ)は Pの外の空間 P̄ = D\P
には存在しない（図 3.10）。対称化という操作は、どのような状態の粒子がどこに配置されているか、どの粒子間に量
子相関が存在しているかといった空間構造の情報を捨てる操作と考えることができる。つまり PIDMには一般に空間
構造に関する「不確かさ」が生じる。ここで量子エンタングルメントの定量化に倣って、この「不確かさ」を上手く利
用しよう。対称化操作を行っても空間構造に「不確かさ」が無い（PIDMが純粋状態となる）場合は、Dicke状態をは
じめとする置換不変状態であることが言える。逆に「不確かさ」が残る（PIDMが混合状態となる）場合は置換不変で
はない状態であることがわかる（表 3.1下段）。
量子状態の「不確かさ」を定量化するツールと言えば von Neumannエントロピーである。実際 von Neumannエン
トロピー S(ρ) = −Tr(ρ log ρ)の ρを ρA に置き換えることで、エンタングルメントの定量化を行うことができ、これ
をエンタングルメントエントロピーと呼んだ。また、エンタングルメントハミルトニアン − log(ρA)の固有値であるエ
ンタングルメントスペクトラムによって、エンタングルメントエントロピーを含めたより多くの情報を得ることができ

*10 トレースが 1に規格化された半正定値エルミート行列が所属する凸空間である。凸空間とはその元 ∀ρ1 ∈ D, ∀ρ2 ∈ D及び ∀p ∈ (0, 1)につ
いて ρ̃ = pρ1 + (1− p)ρ2 ∈ Dが成り立つ空間である。
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図 3.10 状態空間 Dとその部分空間 P

た。これに倣って ρを Π (ρ)に置き換えた “新たなエントロピー”S(Π (ρ)) = −Tr[Π (ρ) logΠ (ρ)]を定義すると、“置
換不変性”を定量化する何かしらの値が

ρが置換不変状態 ⇐⇒ S(Π (ρ)) = 0 (3.62)

ρが置換不変状態 ⇐⇒ 0 < S(Π (ρ)) ≤ L log 2 (3.63)

と得られる。なお定性的には PIDM の Rényi エントロピーも同様の振る舞いを示す。また “ハミルトニア
ン”− log(Π (ρ))を定義しその固有値を見ると、置換不変状態のスペクトラムは “基底状態”と “励起状態”のギャップが
無限大であり、置換不変でない状態のスペクトラムは、有限のギャップが存在することになる。S(Π (ρ))の値は、ハミ
ルトニアンが − log(Π (ρ))で与えられる、「温度」β = 1のカノニカルアンサンブルにおける Gibbsエントロピーであ
る（kB = 1とする）。
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第 4章

テンソルネットワークを用いた PIDMの 2次の
Rényiエントロピーの数値計算手法

本章では本研究で開発した、テンソルネットワークを用いた PIDMの 2次の Rényiエントロピーの数値計算手法に
ついて説明する。4.1節では、第 3章を踏まえて本研究の位置付けを明確にする。4.2, 4.3, 4.4, 4.5節では、テンソル
ネットワークの基礎事項を説明する。教科書としては例えば、西野友年 著『テンソルネットワークの基礎と応用』（サ
イエンス社）[85]や西野友年 著『テンソルネットワーク入門』（講談社）[86]などが参考になる。4.6節では開発した数
値計算手法及び実験におけるプロトコルについて説明する。

4.1 本研究の位置付け
我々は量子多体系の密度行列 ρが与えられれば、エンタングルメントエントロピーをはじめとする種々の量子情報量
を得ることができ、量子多体現象の解析に用いることができる。しかし実験において ρを再構築する QSTは、観測回
数の指数関数ファクター及び局所量子化軸回転の必要性によりスケールアップが困難である（図 4.1上段）。ρに対しそ
の PIDMΠ (ρ)を構築する PIQSTでは、この指数関数ファクターが冪オーダーに落ち着き、更に大域的量子化軸回転
で実行可能となる。そのため、Dicke状態 [24]や GHZ状態 [78, 79]、W状態 [82, 83, 84]をはじめとする Π (ρ) = ρ

を満たす特別な量子状態に対しては圧倒的に楽に密度行列を再構築することができる [21]。
ところでスピン系のハミルトニアンの基底状態は一般に Π (ρ) 6= ρの状態であるため、Π (ρ)の持つ情報と ρの持つ
情報は異なるはずである。また、PIQSTの {B(n)µ }で表現できる行列は QSTの Pauli基底で表現できる行列よりも明
らかに少ないため、PIDMの保持する情報も元の密度行列の情報よりも少ないことが考えられる。しかし、「まだ物理
的に意味のある情報が残っているのではないか?」、また残っているのであれば「どれぐらい情報が減っているか?」と
いう疑問が自然に湧いてくる。PIDMにどのような情報が保持されるのか、またもとの密度行列から抽出される情報
量との関係が存在するのかなどは非自明な問題であり、一般の量子状態に対して PIDMの持つ量子情報を明らかにす
ることは、今日の量子物性学と量子情報理論の発展途上の現状を鑑みても需要の高い研究である。そこで本研究では量
子多体系における PIDMの保持する情報を解明し、PIDMの量子情報量を量子多体現象の解析へ応用することを目
的とする（図 4.1下段）。将来的には、本研究によってこのスケーラブルに取得可能な量の持つ量子情報よって、量子
物性学と量子情報理論の統合の推進を目指す。

“PIDMがどれだけ情報を保持しているか”という問題は、“PIDMにはどれだけ「不確かさ」が存在するか”という
問題として捉え直すことができる。「不確かさ」を調べるツールと言えば本論文の 2 章で説明した von Neumann エ
ントロピーや Rényiエントロピーが思い出される。そこで PIDMに対する von Neumannエントロピー S(Π (ρ))や
Rényiエントロピー Sα(Π (ρ))といった量に注目することにしよう。しかし S(Π (ρ)) = −Tr[Π (ρ) logΠ (ρ)]は行列対
数関数を含むため、行列 Π (ρ)の対角化を行って固有値から計算する必要がある。つまり Π (ρ)を行列として格納する
ために 22L 程度の膨大なメモリが必要となり、大きな系では計算が容易でないことが想像できる。では Sα(Π (ρ)) は
どうだろうか。一見こちらも PIDMを計算するコストが必要であるように見えるが、後述するように α = 2の場合は
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図 4.1 QST・PIQSTの概要と本研究の位置付け

PIDMの計算を経由せずに上手く値を計算することが可能である。本博士論文では、PIDMの 2次の Rényiエントロ
ピーが量子相転移における基底状態の変化をどのように反映するかを探索した。

4.2 テンソルのダイアグラム表記
テンソル（tensor）とは、ベクトルや行列などの線形的な幾何概念を一般化したものである。N 個の添え字の配列
の組 {i1, i2, · · · , iN}によって一つの値が定まるテンソルを N 階テンソル（N-rank tensor）と呼び、Ti1i2···iN など
と表す。従ってスカラー S、ベクトル V = {Vi1}、行列M = {Mi1i2}は、それぞれ 0階テンソル、1階テンソル、2

階テンソルと考えることができる。テンソルネットワークでは図 4.2のようにテンソルを「箱」として表し、そのテン
ソルの「添え字」を箱から伸びる「脚」で表す。つまり N 階テンソルは N 本の脚が伸びた箱で表す。実はこのように
表記しておくことで、物理量の期待値計算をはじめとするテンソル縮約という演算において見通しが良くなる。

図 4.2 テンソルのダイアグラム表記の例。左から 0階テンソル（スカラー）、1階テンソル（ベクトル）、2階テン
ソル（行列）、N 階テンソルを表す。

4.3 テンソル縮約
2 つのテンソルに対して、それぞれの特定の添え字を同じにして要素の積を取って和をとる演算をテンソル縮約

（tensor contraction）と呼ぶ*1。ダイアグラムでは、縮約を取る添え字に対応する脚同士を「線」で繋ぐことで表
す。この「線」はKroneckerのデルタと呼ばれる 2階テンソル

δij =

{
1 (i = j)

0 (i 6= j)
(4.1)

である。逆に言えば、ダイアグラムで「箱」が「線」で繋がっていたらそこには δij が隠れており、テンソル縮約が行
われていると考える。簡単なテンソル縮約の例を見てみよう。例えば、「ベクトル同士の内積」は 1階テンソルと 1階

*1 N 階テンソルとM 階テンソルに対して r 個の添え字について縮約を取ってできる新たなテンソルは N +M − 2r 階テンソルである。
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テンソルの縮約から 0階テンソルを作る演算である。式では∑
i,j

AiδijBj =
∑
i

AiBi = C (4.2)

と書くことができ、このテンソル縮約に対応するダイアグラムは図 4.3である。

図 4.3 ベクトルの内積のダイアグラム

また、「行列同士の積」は 2階テンソルの片方の脚と別の 2階テンソルの片方の脚を縮約して新たな 2階テンソルを
作る演算であり、式では ∑

j,k

AijδjkBkl =
∑
j

AijBjl = Cil, (4.3)

対応するダイアグラムは図 4.4である。

図 4.4 行列の積のダイアグラム

「行列のトレース」は 2階テンソルの 2つの脚同士を縮約して 0階テンソルを作る演算であり、式では∑
i

Aijδij =
∑
i

Aii = C, (4.4)

対応するダイアグラムは図 4.5である。
このようにテンソル縮約によってテンソル同士の脚を繋ぐことで構成される「網状組織」をテンソルネットワーク

（tensor network）と呼ぶ。
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図 4.5 行列のトレースのダイアグラム

4.4 行列積状態（MPS）
L粒子系の波動関数は一般に系全体の波動関数

|ψ〉 =
∑
i1

∑
i2

· · ·
∑
iL

Ψ i1i2···iL |i1〉 ⊗ |i2〉 ⊗ · · · ⊗ |iL〉 (4.5)

で表すことができる。S = 1/2系の場合、iは {0, 1}や {↑, ↓}などを取る。係数 Ψ i1i2···iL は L階テンソルであり、L
本の脚を持つダイアグラムで表される。波動関数を指定するために巨大なテンソルを取り扱うのは一般に大変である
が、系を構成する粒子の相互作用が最近接のみの場合、これを L個の小さなテンソルの積

Ψ i1i2···iL ≈
∑
a1

∑
a2

· · ·
∑
aL

(A1)
i1
a1(A2)

i2
a1a2 · · · (AL)

iL
aL−1

(4.6)

として表す近似方法が有効であることが知られている。これを行列積状態（matrix product state, MPS）[87, 88]
と呼ぶ。MPSのダイアグラムを図 4.6に示す。

図 4.6 行列積状態

MPSは Ψ i1i2···iL に対して特異値分解（singular value decomposition, SVD）（詳細は付録 Aを参照せよ）を逐次
行うことで得られる。SVDは、任意の大きさの行列 Ψ に対して

Ψ = LΣR, Ψa,b =

χ∑
i=1

La,iΣi,iRi,b (4.7)

と分解することである。具体的には、Ψ i1i2···iL の添え字を i1 と {i2 · · · iL}に分け、後者の添え字の組から決まる新た
な添え字 j を定義しておく。

Ψ i1i2···iL → Ψ i1j (4.8)

Ψ i1j を 2階テンソル（行列）と見なし、SVDを施すと、

Ψ i1j =

χ∑
a1=1

(L1)
i1
a1(Σ1)a1a1Rja1 (4.9)

と書くことができる*2。ここまでの手続きはダイアグラムでは図 4.7で表される。

*2 テンソルの添え字は、テンソル同士を繋ぐものを下付き、繋がないものを上付きで表している。
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図 4.7 L階テンソルの SVDその 1

ここでRの添え字について
Rja1 = Ri2i3···iLa1 → Ri2ka1 (4.10)

と取り直し、再びRに SVDを施す。

図 4.8 L階テンソルの SVDその 2
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以上の操作を何度も繰り返すこと、

Ψ i1i2···iL =

χ1∑
a1=1

χ2∑
a2=1

· · ·
χL∑
aL=1

(L1)
i1
a1(Σ1)a1a1(L2)

i2
a1a2(Σ2)a2a2 · · · (ΣL−1)aL−1aL−1

R̃iLaL−1
(4.11)

という式を得る。更に各特異値行列 Σ をその右隣のテンソルと縮約をとることで、最終的にMPSの表式

Ψ i1i2···iL =
∑
a1

∑
a2

· · ·
∑
aL

(A1)
i1
a1(A2)

i2
a1a2 · · · (AL)

iL
aL−1

(4.12)

を得ることができる。なお、特異値分解の定義より

χ1, χ2, · · · , χL
2 −1, χL

2
, χL

2 +1, · · · , χL−1, χL

= 2, 4, · · · , 2L
2 −1, 2

L
2 , 2

L
2 +1, · · · , 4, 2 (4.13)

である。このように原理的に全ての特異値を拾うことで、厳密に式（4.12）の等号が成り立つが、数値計算では例えば
この特異値のうち大きい方から多くとも d個だけ使うといった近似を行う。この dをボンド次元（bond dimension）
と呼ぶ。式（4.5）より、d = 1のときは直積状態のみしか表すことができず、一般のエンタングル状態を表現するた
めにはある程度の bond dimensionが必要である。一般に bond dimensionが大きいほど精度良く量子状態を記述でき
る。MPS同士の内積 〈ψ|ψ〉は、

〈ψ|ψ〉 =
∑
i1,j1

· · ·
∑
iL,jL

Ψ i1···iL(Ψ∗)j1···jL 〈i1|j1〉 ⊗ · · · ⊗ 〈iL|jL〉

=
∑
i1,j1

· · ·
∑
iL,jL

∑
a1,a′1

· · ·
∑
aL,a′L

(A1)
i1
a1(Ā1)

j1
a′1
· · · (AL)iLaL−1

(ĀL)
jL
a′L−1

〈i1|j1〉 ⊗ · · · ⊗ 〈iL|jL〉

=
∑
i1,j1

· · ·
∑
iL,jL

∑
a1,a′1

· · ·
∑
aL,a′L

(A1)
i1
a1(Ā1)

j1
a′1
· · · (AL)iLaL−1

(ĀL)
jL
a′L−1

δi1,j1 · · · δiL,jL

=
∑
i1

· · ·
∑
iL

∑
a1,a′1

· · ·
∑
aL,a′L

(A1)
i1
a1(Ā1)

i1
a′1
· · · (AL)iLaL−1

(ĀL)
iL
a′L−1

=
∑
a1,a′1

· · ·
∑
aL,a′L

(A1)
i1
a1(Ā1)

i1
a′1
· · · (AL)iLaL−1

(ĀL)
iL
a′L−1

(4.14)

と計算できるので、ダイアグラムでは

図 4.9 MPSの内積

のように MPS とそのエルミート共役を用意し、各脚をそれぞれ繋ぐことで計算できる。なお、A は特異値分解に
よって作られているため、直交性∑

i1

(A1)
i1
a1(Ā1)

i1
a′1

= δa1,a′1 ,
∑
i2

∑
a1

(A2)
i2
a1a2(Ā2)

i2
a1,a′2

= δa2,a′2 , · · · ,
∑
iL

(AL)
iL
aL−1

(ĀL)
iL
a′L−1

= δaL−1,a′L−1
(4.15)

を満たす。すなわち、図 4.9において縦線でつながれた部分は「1を表すただの線」となる。
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4.5 行列積演算子（MPO）
一般に、L階テンソルで表される純粋状態 |ψ〉に演算子 Ô を作用させた後の状態 Ô |ψ〉は、同じく L階テンソルで
表されるはずである。このときテンソルネットワークでは、演算子 Ô を 2L階テンソル Oi1i2···iLi′1i

′
2···i′L

を用いて

Ô =
∑
i1,i′1

∑
i2,i′2

· · ·
∑
iL,i′L

Oi1i2···iLi′1i
′
2···i′L

(|i′1〉 ⊗ |i′2〉 ⊗ · · · ⊗ |i′L〉) (〈i1| ⊗ 〈i2| ⊗ · · · ⊗ 〈iL|)

=
∑
i1,i′1

∑
i2,i′2

· · ·
∑
iL,i′L

Oi1i2···iLi′1i
′
2···i′L

|i′1〉 〈i1| ⊗ |i′2〉 〈i2| ⊗ · · · ⊗ |i′L〉 〈iL| (4.16)

と表すことができる。実際に Ô |ψ〉を計算してみると

Ô |ψ〉 =
∑
i1,i′1

∑
i2,i′2

· · ·
∑
iL,i′L

∑
j1

∑
j2

· · ·
∑
jL

Oi1i2···iLi′1i
′
2···i′L

Ψ j1j2···jL |i′1〉 〈i1|j1〉 ⊗ |i′2〉 〈i2|j2〉 ⊗ · · · ⊗ |i′L〉 〈iL|jL〉

=
∑
i1,i′1

∑
i2,i′2

· · ·
∑
iL,i′L

∑
j1

∑
j2

· · ·
∑
jL

Oi1i2···iLi′1i
′
2···i′L

Ψ j1j2···jLδi1,j1δi2,j2 · · · δiL,jL |i′1〉 ⊗ |i′2〉 ⊗ · · · ⊗ |i′L〉

=
∑
i1,i′1

∑
i2,i′2

· · ·
∑
iL,i′L

Oi1i2···iLi′1i
′
2···i′L

Ψ i1i2···iL |i′1〉 ⊗ |i′2〉 · · · ⊗ |i′L〉

≡
∑
i′1

∑
i′2

· · ·
∑
i′L

Ψ̃ i′1i
′
2···i

′
L |i′1〉 ⊗ |i′2〉 · · · ⊗ |i′L〉 (4.17)

のように、確かに結果が L階テンソルで表されることがわかる。ダイアグラムでは

図 4.10 テンソルネットワークにおける演算子の作用

で表される。SVDを用いてMPS状態を定義したように、演算子 Ôも小さなテンソルの積に分解することができる。
これを行列積演算子（matrix product operator, MPO）と呼ぶ（図 4.11）。

図 4.11 行列積演算子
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Ô の期待値は |ψ〉と Ô |ψ〉の内積と考えることができる。つまり、ダイアグラムでは図 4.12のようにして求めるこ
とができる。ローカルな物理量 〈Ôi〉は図 4.12において i番目以外の B を全て単位行列にすることで、また相関関数
〈ÔiÔj〉は i, j 番目以外の B を全て単位行列にすることで計算することができる。

図 4.12 MPOの期待値

ところで物理量の期待値は Tr(ρÔ)でも計算できるが、ダイアグラムでは図 4.13で表される。このダイアグラムは
実質図 4.12と同じであることが分かる。

図 4.13 MPOの期待値その 2

4.6 PIDMの Rényiエントロピー
我々の目的は PIDMの Rényiエントロピーを計算することである。しかし、密度行列ないし PIDMは粒子数 Lに
関して指数関数的に大きくなる行列であり、愚直に計算しようとすると膨大なメモリ（∼ 22LL!）が必要なためスケー
ルアップが難しい。そこで、量子多体系の基底状態をMPSを用いて低コストで精度良く記述する手法を用いることに
する。さて、PIDMの定義は

Π (ρ) =
1

L!

∑
s∈SL

P̂sρP̂†
s (4.18)
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であるため、PIDMは L!通りの異なる P̂s（MPO）でそれぞれ密度行列を挟んで縮約を取り、全て足し合わせて 1/L!

をかけることによって得られる。しかし、これはあまりに手間とコストがかかる。そこで PIDM自体を構築すること
なく計算できる量はないか考えてみよう。実は PIDMの 2次の Rényiエントロピー

S2(Π (ρ)) = − log
[
Tr
[
Π (ρ)2

]]
(4.19)

は、式（3.41）を用いると

S2 (Π (ρ))

= − log


(
L!

2L

)2

Tr


 L∑
n=0

∑
µ

kµ+lµ+mµ+n=L

〈B(n)
µ 〉

kµ!lµ!mµ!n!
B(n)µ




L∑
n′=0

∑
µ′

kµ′+lµ′+mµ′+n′=L

〈B(n′)
µ′ 〉

kµ′ !lµ′ !mµ′ !n′!
B(n

′)
µ′





= − log


(
L!

2L

)2 L∑
n=0

L∑
n′=0

∑
µ

kµ+lµ+mµ+n=L

∑
µ′

kµ′+lµ′+mµ′+n′=L

〈B(n)
µ 〉

kµ!lµ!mµ!n!

〈B(n′)
µ′ 〉

kµ′ !lµ′ !mµ′ !n′!
Tr
(
B(n)µ B

(n′)
µ′

)

= − log


(
L!

2L

)2 L∑
n=0

L∑
n′=0

∑
µ

kµ+lµ+mµ+n=L

∑
µ′

kµ′+lµ′+mµ′+n′=L

〈B(n)
µ 〉

kµ!lµ!mµ!n!

〈B(n′)
µ′ 〉

kµ′ !lµ′ !mµ′ !n′!

kµ!lµ!mµ!n!

L!
2Lδµ,µ′δn,n′


= − log

(L!
2L

)2 L∑
n=0

∑
µ

kµ+lµ+mµ+n=L

〈B(n)
µ 〉

2

(kµ!lµ!mµ!n!)2
kµ!lµ!mµ!n!

L!
2L



= − log

L!
2L

L∑
n=0

∑
µ

kµ+lµ+mµ+n=L

〈B(n)
µ 〉

2

kµ!lµ!mµ!n!

 (4.20)

と変形できる。つまり PIDM の 2 次の Rényi エントロピーは期待値 {〈B(n)
µ 〉} から直接求めることができる量であ

る*3。PIDMを一度構築してから量子情報量を数値的に計算しようとすると、メモリの問題で大きな Lを扱うことが
困難なため、測定によって得られた期待値のデータから直接求められることは数値計算的に都合が良い。実際、DMRG

によって基底状態を格納するためには O(χ2L) のメモリが（χ はボンド次元）、また S2(Π (ρ)) を計算するためには
O(L3)のメモリが必要と考えられる。O(22LL!)と比較するとメモリコストが抑えられていることが分かる。
本研究で用いた S2(Π (ρ))の数値計算手法及び実験での測定プロトコルは以下の通りである（図 4.14）。

1. DL 個のベクトル {aν = (αν , βν , γν) | (αν)2 + (βν)
2 + (γν)

2 = 1}DL
ν=1 を決める。

2. 変換行列 C(n) = {C(n)
µν }を計算する。

3.（数値計算）MPO{Aν}を用意する。（実験）量子化軸を aν 方向に向かせる Rabiパルスを準備する。
4.（数値計算）密度行列繰り込み群法（density-matrix renormalization-group algorithm, DMRG）[89,

90, 91]を用いてハミルトニアンの基底状態 |ψ〉をMPS形式で計算する。（実験）ハミルトニアンを実装し、量
子状態を準備する。

5.（数値計算）MPO{Aν} を MPS|ψ〉 のテンソル縮約によって期待値 {〈ψ|A(n)
ν |ψ〉} を計算する。（実験）系全体

に Rabiパルスを照射し、QGMで各原子の Z を測定する。一つの ν に対して何度も同じ測定を行い期待値を
出す。

6. 式（3.56）を用いて {〈A(n)
ν 〉}を {〈B(n)

µ 〉} に変換する。
7. 式（4.20）を用いて S2(Π (ρ))を計算する。

*3 Sα(Π (ρ))は α ≥ 3の場合は、Trの中身が 3つ以上の B(n)
µ の積となり、B(n)

µ の直交性がうまく使えないため、式（4.20）のような綺麗な
形式では書くことができない。
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図 4.14 (左)本研究で用いた S2(Π (ρ))の数値計算方法と（右）実験における測定方法

実験では、まず特定のハミルトニアンを再現するように環境パラメータを制御することで基底状態を自然に用意す
る。ここで全粒子の量子化軸をあらかじめ用意していたランダムベクトル aν の方向に向ける Rabi パルスを系全体
に適当に照射し、量子気体顕微鏡で Z 測定を行う。これにより各サイトでの Aν の値が得られる。{〈A(n)

ν 〉} はこの
データから適当な粒子の Aν の値を選択して掛け算する操作を何度も繰り返すことで得られる。{〈A(n)

ν 〉}のデータ収
集以降の手順は数値計算と同じである。実験では、数値計算におけるMPSの bond dimensionのコストが無く、また
{〈A(n)

ν 〉}の計算にかかるコストも、テンソル縮約から掛け算に削減されるため、比較的大きな系でも実行可能である
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と期待される。
具体的なモデルでの計算に入る前に、S2(Π (ρ))の持つ意味を考えてみよう。但し ρは純粋状態とする。Rényiエン
トロピーの性質（2.32）,（2.33）より

Π (ρ)が純粋状態 ⇐⇒ S2(Π (ρ)) = 0 (4.21)

Π (ρ)が混合状態 ⇐⇒ S2(Π (ρ)) > 0 (4.22)

が言える。Π (ρ)は ρに全ての置換を施して平均化（対称化）したものであった。具体的に 2つの例で PIDMを考え
てみよう。まず直積強磁性状態 ρ = |↑↑↑↑〉 〈↑↑↑↑|を考える。この PIDMは

Π (ρ) =
1

4!
(|↑↑↑↑〉 〈↑↑↑↑|+ |↑↑↑↑〉 〈↑↑↑↑|+ |↑↑↑↑〉 〈↑↑↑↑|+ · · ·+ |↑↑↑↑〉 〈↑↑↑↑|) = |↑↑↑↑〉 〈↑↑↑↑| = ρ (4.23)

となる。いま ρ は純粋状態であるため、Π (ρ) も純粋状態のままある。従ってこの場合 S2(Π (ρ)) = 0 となる。また
直積状態でなくても Π (ρ) = ρ が成り立つ置換不変な純粋状態（Dicke 状態 [24] や GHZ 状態 [78, 79] など）では、
S2(Π ) = 0を得る。
一方、直積反強磁性状態 ρ = |↑↓↑↓〉 〈↑↓↑↓|を考えると、PIDMは

Π (ρ) =
1

4!
(|↑↓↑↓〉 〈↑↓↑↓|+ |↑↓↓↑〉 〈↑↓↓↑|+ |↑↑↓↓〉 〈↑↑↓↓|+ · · ·+ |↓↑↓↑〉 〈↓↑↓↑|) 6= ρ (4.24)

となり、Π (ρ)は混合状態になる。従って PIDMの Rényi entropyは S2(Π (ρ)) > 0となる。一般にハミルトニアンの
基底状態は Π (ρ) 6= ρとなる状態である。
S2(Π (ρ)) = 0となるのは置換不変な状態、すなわちいかなる粒子の置換に対しても元の空間構造を保ったままでい
られる状態である。また S2(Π (ρ)) > 0となるのは粒子の置換を行うと元の空間構造が壊れてしまう状態である。つま
り、S2(Π (ρ))は対象化操作 Π によって空間構造の情報を捨てることで生じる「不確かさ」を定量化していると考える
ことができる。例えば直積強磁性状態 |↑↑↑↑〉は全てのスピンが ↑であり、どのローカルなスピンも特別ではない。そ
のため平均化操作を行っても状態は混合せず、位置関係の情報損失は無く、これが S2(Π (ρ)) = 0に対応していると考
えられる。
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第 5章

置換不変密度行列による量子相の特徴付け

本章では本研究の研究結果を説明する。本研究では、2つのモデルの基底状態について前章で説明した数値計算手法
によって PIDMの Rényiエントロピーを計算した。5.1節では横磁場 Ising鎖における結果を説明する。横磁場に対す
るの振舞いを数値計算及び摂動論的な解析計算についてついて説明する。5.3節では 5.2節では XXZ 鎖における結果
を説明する。最後に 5.3節では得られた結果をもとに PIDMの Rényiエントロピーを用いた量子多体系の解析手法を
提案する。

5.1 横磁場 Ising鎖
5.1.1 ハミルトニアンと基底状態
まずは横磁場 Ising鎖を考える。ハミルトニアンは

Ĥ = J

L−1∑
i=1

ẐiẐi+1 − Γ

L∑
i=1

X̂i (5.1)

で与えられる。X̂i, Ẑi はそれぞれサイト iに作用する Pauli行列を表す。J は交換相互作用（exchange coupling）で
あり、J < 0のときは隣り合うスピンが同じ方向を向きたがる強磁性的相互作用（ferromagnetic interaction）、J > 0

のときは隣り合うスピンが反並行方向を向きたがる反強磁性的相互作用（antiferromagnetic interaction）を表す。Γ

は横磁場の強さを表す。本研究では Lが偶数の場合を考え、開境界条件（open boundary conditions, OBC）を課す。
横磁場 Isingモデルの基底状態相図を図 5.1に示す。Γ = 0のときハミルトニアンは古典的であり、その基底状態は

J < 0では古典的強磁性（FM）状態 |↑〉⊗L、J > 0では古典的反強磁性（AFM）状態 |↑↓〉⊗L
2 となる*1。Γ が少しで

も有限になるとハミルトニアンは量子的となる。0 < Γ/J < 1では横磁場項の寄与が比較的小さく交換相互作用が優
勢であるため、J < 0では FM相、J > 0では AFM相となる。Γ/J > 1の領域になると交換相互作用よりも横磁場
項の寄与が強く、各スピンが x軸方向に向いたほうがエネルギーを得できるので常磁性（PM）相となる。ここで「x
方向を向いたスピン」の状態は X の固有値 1の固有状態 |→〉 = (|↑〉 + |↓〉)/

√
2である。特に Γ/J → ∞の極限では

ハミルトニアンは横磁場項のみとみなすことができ、その基底状態は各スピンが |→〉の直積状態である。この状態は

|→〉⊗L =

(
|↑〉+ |↓〉√

2

)⊗L

=
1

2L/2

L∑
n=0

∑
s∈SL

P̂s
(
|↑〉⊗(L−n) ⊗ |↓〉⊗n

)
(L− n)!n!

(5.2)

と書くことができ、2L 次元 Hilbert空間の全ての基底が等しい重みで重ね合わさった状態、すなわち観測したときに各
スピンの状態がランダムに決まる無秩序な状態である。Γ/|J | = 1は量子臨界点（quantum critical point, QCP）であ
り、量子揺らぎが非常に大きな点である。この点は中心電荷 c = 1/2の共形場理論（conformal field theory, CFT）で
記述されることが知られており [92]、このときのエンタングルメントエントロピーは部分系の長さ LA に対して logLA

で大きくなることが知られている。系が短距離的な量子相関を持っているとき、エンタングルメントエントロピーは境

*1 より正確には、J < 0の場合 c1 |↑⟩⊗L + c2 |↓⟩⊗L、J > 0の場合 c1 |↑↓⟩⊗
L
2 + c2 |↓↑⟩⊗

L
2 （|c1|2 + |c2|2 = 1）が基底状態となる。
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界近傍のエンタングルメントを拾うため 1次元系であれば定数、2次元系であれば部分系の周の長さに比例した値を取
る。これを面積測（area law）と呼ぶ。一方、長距離相関を持った系では境界近傍以外のエンタングルメントも拾うの
で、部分系の大きさに比例した値を取る。これを体積則（volume law）と呼ぶ。横磁場 Ising鎖の QCPでは体積則が
成り立つため、長距離的なエンタングルメントが存在していることを示唆している。

図 5.1 (a)強磁性相互作用及び (b)反強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における、横磁場の強さに対する基底状態相図

5.1.2 数値計算上の工夫
一般的なワークステーションで我々の開発したアルゴリズムによって S2(Π (ρ))を計算してみると、図 5.2に示す時
間がかかった*2。本アルゴリズムの中で特に計算時間がかかるのが期待値 {〈ψ|A(n)

ν |ψ〉}を計算するパートである。こ
れはある 〈ψ|A(n)

ν |ψ〉を計算するときに L!/(L − n)!n!通りの期待値の和をボンド次元分のテンソル縮約を行い足し上
げる演算が必要となるためであると考えられる。そこで本計算ではこの計算コストを減らす工夫をした。いまハミルト
ニアンは全スピンを x軸周りに π 回転させる操作 Ẑi → −Ẑi, Ŷi → −Ŷi に関して不変であるので、基底状態もこの操
作に関して不変な状態である。つまり、ある aν = (αν , βν , γν)に対して計算される期待値と ãν = (αν ,−βν ,−γν)に
対して計算される期待値は同じであることを意味する。従って数値計算上では aν について期待値を計算すれば、その
ペアの ãν に関する期待値は得られたデータをコピーすればよく、テンソル縮約をもう一度行わなくてよくなる。この
工夫によりテンソル縮約による期待値計算を約半分に軽減することができた。厳密にはこのペアを作る方法だと、途中
で {aν}が線形従属になってしまうことがわかったので、Lに対して ceil(DL/2)個のペアを作り、追加で線形独立と
なるベクトルを追加することで期待値を計算した。結果、図 5.2に示す通り計算時間が短縮でき、横磁場 Isingモデル
では L = 22までのデータを取得することができた。なお実験でもやることは原理的に同じであるが、数値計算におけ
るボンド次元分のテンソル縮約を取る計算コストがはかからないため、より大きな計での測定が可能であると期待で
きる。

*2 用いた計算機のスペックは、メモリ 256.0 GB, プロセッサー AMD® Ryzen threadripper 7980x 64-cores× 128, ディスク容量 1.0TB

である。
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図 5.2 S2(Π (ρ)) の計算時間。本データは強磁性相互作用する横磁場 Ising 鎖における量子臨界点（Γ/|J | = 1）
での計算時間を示している。丸、四角、三角のプロットはぞれぞれ最大ボンド次元が 12, 16, 20のときのデータを
表し、白抜きのプロットは横磁場 Ising模型の持つ対称性を利用して {⟨ψ|A(n)

ν |ψ⟩}の計算方法を工夫したときデー
タである。

5.1.3 横磁場に対する PIDMの Rényiエントロピーの振舞い
強磁性相互作用の場合
横磁場 Γ/|J | の大きさを変化させたときの、基底状態に対する PIDM の純粋度 P (Π (ρ)) 及び Rényi エントロ
ピー S2(Π (ρ)) = − logP (Π (ρ)) を図 5.3 に示す。計算コストの都合上、基底状態を表現する MPS の最大ボンド次
元 χmax は L = 10 までは χmax = 2

L
2（最大値）、L = 12, 14, 16, 18, 20, 22 は χmax = 16, 10, 4, 4, 4, 4 として計算し

た（S2(Π (ρ)) の χmax 依存性は付録 B を参照せよ）。Γ/|J | = 0 では P (Π (ρ)) = 1, S2(Π (ρ)) = 0 となっている。
この点では基底状態は古典的な FM 状態、すなわち Π (ρ) = ρ が成り立つ置換不変状態である。ρ はいま純粋状態で
あるため、Π (ρ) もまた純粋状態であり P (Π (ρ)) = 1 が得られる。そのため対称化操作 Π による空間構造の情報の
損失は無いので S2(Π (ρ)) = 0 は自明な結果である。また横磁場が十分弱い領域（Γ/|J | � 1）でも強磁性状態に近
い状態であるため、有限ではあるものの P (Π (ρ))は 1に近い値、S2(Π (ρ))は小さな値となっている。横磁場が十分
強い領域（Γ/|J | � 1）では、横磁場を強くするほど S2(Π (ρ)) は 0 に近づく様子が見られた。これは無限磁場極限
（Γ/|J | → ∞）でも基底状態が Π (ρ) = ρとなるためである。そして量子臨界点 Γ/|J | = 1近傍ではのブロードなピー
ク構造が現れ 、このピークは Lが大きくなるほど顕著なものになっている。量子臨界点近傍では基底状態は粒子同士
が複雑にエンタングルしている状態である。そのため対称化操作によってどの粒子とどの粒子がエンタングルしている
かという空間構造の情報が多く失われピーク構造が現れたと考えられる。
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図 5.3 強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における (a)P (Π (ρ))及び (b)S2(Π (ρ))の Γ/|J |依存性

反強磁性相互作用の場合
横磁場 Γ/J の大きさを変化させたときの、基底状態に対する PIDM の純粋度 P (Π (ρ)) 及び Rényi エントロピー

S2(Π (ρ)) = − logP (Π (ρ))を図 5.4に示す。反強磁性相互作用の場合はピーク構造は消え、ステップ的な振る舞いが
現れた。横磁場が十分強い領域（Γ/|J | � 1）では、強磁性相互作用の場合と同じ物理により横磁場を強くするほど
P (Π (ρ))は１に近づき、S2(Π (ρ))は 0に近づいている。
一方横磁場が十分弱い領域（Γ/|J | � 1）では、基底状態は置換不変でないので対称化操作により有限の S2(Π (ρ))

が現れる。ゼロ磁場における基底状態 c1 |↑↓〉⊗
L
2 + c2 |↓↑〉⊗

L
2（|c1|2 + |c2|2 = 1）では、c1, c2 の値に依って S2(Π (ρ))

の値が変わってしまう。そこで無限小の横磁場を入れた際の基底状態として計算した値を採用することにする。このと
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図 5.4 反強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における (a)P (Π (ρ))及び (b)S2(Π (ρ))の Γ/J 依存性

きの基底状態は c1 = c2 = 1/
√
2となることが知られている [96]。この状態の PIDMの Rényiエントロピーは

S2

(
Π

(
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

〈↑↓|⊗
L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

√
2

))

= − log

Tr
( 1

L!

∑
s∈SL

P̂s
|↑↓〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 + |↑↓〉⊗

L
2 〈↓↑|⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2 〈↓↑|⊗

L
2

2
P̂†
s

)2


= − log

[
1

4(L!)2

∑
s∈SL

∑
s′∈SL

Tr
[
P̂s
(
|↑↓〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 + |↑↓〉⊗

L
2 〈↓↑|⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2 〈↓↑|⊗

L
2

)
P̂†
s

1

2
P̂s′
(
|↑↓〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 + |↑↓〉⊗

L
2 〈↓↑|⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2 〈↓↑|⊗

L
2

)
P̂†
s′

]]
= − log

[
1

4(L!)
× Tr(I)×

(
L

2

)
!

(
L

2

)
!× L!× 4

]
= − log

[
2
(
L
2

)
!
(
L
2

)
!

L!

]
' L log 2− 1

2
logL− log

√
2π (5.3)
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となる*3。また、ゼロ磁場極限と無限磁場極限では摂動論を用いて S2(Π (ρ))の値をを解析的に求めることができる。
次節ではその解析計算について説明する。

5.1.4 高磁場領域（Γ � 1）における摂動論的アプローチ
横磁場 Ising鎖の低磁場領域、及び高磁場領域における PIDMの Rényiエントロピー S2(Π (ρ))の表式を、2次の摂
動論（詳細は付録 Aを参照せよ）を用いて解析的に導出する。つまり

S2(Π (ρ)) ' S(0)
2 (Π (ρ)) + λS

(1)
2 (Π (ρ)) + λ2S

(2)
2 (Π (ρ)) (5.4)

という形を目指す。λ� 1は摂動パラメータと呼ばれる。Lは偶数であり、周期的境界条件を課している。
横磁場 Ising鎖のハミルトニアンを以下のように変形する。

Ĥ/Γ = Ĥ(0) + λĤ′, (5.5)

ここで

Ĥ(0) = −
L∑
i=1

X̂i, (5.6)

Ĥ′ =

L−1∑
i=1

ẐiẐi+1 (5.7)

とおいた。Ĥ(0) は非摂動ハミルトニアン（unperturbed Hamiltonian）、Ĥ′ は摂動（perturbation）であり、λ = J/Γ

が摂動パラメータである。Ĥ(0) の固有状態は

基底状態： |g(0)〉 = |→〉⊗L (5.8)

励起状態： |e(0)〉 = (|→〉 or |←〉)⊗L (5.9)

ここで |→〉 = 1√
2
(|↑〉+ |↓〉), |←〉 = 1√

2
(|↑〉− |↓〉)とした。基底状態と励起状態の固有エネルギーをそれぞれ E

(0)
g , E

(0)
e

と書くことにする。Ĥ/Γ の基底状態 |HF〉を摂動論の公式で展開すると、

|HF〉 ' |g(0)〉+ J

Γ

∑
e

〈e(0)|Ĥ′|g(0)〉
E

(0)
g − E(0)

e

|e(0)〉+O(λ2)

= |→〉⊗L +
J

Γ

∑
e

L−2∑
m=0

〈e(0)|ψm〉
E

(0)
g − E(0)

e

|e(0)〉

= |→〉⊗L +
J

Γ

L−2∑
m=0

1

−L− (−L+ 4)
|ψm〉

= |→〉⊗L − J

4Γ

L−2∑
m=0

|ψm〉 (5.10)

と書くことができる*4。ここで |ψm〉 = |→〉⊗m ⊗ |←〉⊗2 ⊗ |→〉⊗(L−m−2) とした。更に規格化して、

|HF〉 ' 1

N

(
|→〉⊗L − J

4Γ

L−2∑
m=0

|ψm〉

)
, N =

(
1 +

1

16

(
J

Γ

)2

(L− 1)

)1/2

(5.11)

を得る。密度行列 ρ = |HF〉 〈HF| は

ρ =
1

N 2

[
|→〉⊗L 〈→|⊗L − J

4Γ

L−2∑
m=0

|→〉⊗L 〈ψm| −
J

4Γ

L−2∑
m=0

|ψm〉 〈→|⊗L
]

(5.12)

*3 Stirlingの公式 log(L!) ≃ L logL− L+ log
√
2πLを用いた。

*4 O(λ2)の項は 0である。
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となり、PIDMΠ (ρ)は

Π (ρ) =
1

L!

∑
s∈SL

P̂sρP̂†
s

=
1

N 2

1

L!

[
L! |→〉⊗L 〈→|⊗L − λ

4

∑
s∈SL

L−2∑
m=0

|→〉⊗L 〈ψm| P̂†
s −

λ

4

∑
s∈SL

L−2∑
m=0

P̂s |ψm〉 〈→|⊗L
]

(5.13)

=
1

N 2

1

L!
[A+B + C] (5.14)

と書ける。これを 2乗してトレースをとると、Tr(AB) = Tr(BA) = 0と Tr(BC) = Tr(CB)より

Tr
[
Π (ρ)2

]
=

1

N 4

1

(L!)2
Tr(A2 + 2BC) (5.15)

が残る。
Tr(A2) = (L!)2Tr

[
|→〉⊗L 〈→|⊗L |→〉⊗L 〈→|⊗L

]
= (L!)2Tr

[
|→〉⊗L 〈→|⊗L

]
= (L!)2 (5.16)

及び

Tr(BC) =
1

16

(
J

Γ

)2 ∑
s,s′∈SL

L−2∑
m,m′=0

Tr
[
|→〉⊗L 〈ψm′ |P̂†

s′P̂s|ψm〉 〈→|
⊗L
]

=
1

16

(
J

Γ

)2

(L− 2)!2!L!(L− 1)2 (5.17)

より、

Tr
[
Π (ρ)2

]
=

1

N 4

1

(L!)2

[
(L!)2 + 2 · 1

16

(
J

Γ

)2

(L− 2)!2!L!(L− 1)2

]

=
1

N 4

[
1 +

1

4

(
J

Γ

)2(
1− 1

L

)]

=

[
1 +

1

16

(
J

Γ

)2
]−2 [

1 +
1

4

(
J

Γ

)2(
1− 1

L

)]

'

[
1− 1

8

(
J

Γ

)2
][

1 +
1

4

(
J

Γ

)2(
1− 1

L

)]

= 1 +

(
J

Γ

)2 −4L2 + 12L− 8

32L

L→∞−−−−→ 1 +

(
J

Γ

)2(
L

8
− 3

8

)
(5.18)

よって PIDMの Rényiエントロピーは

S2(Π (ρ)) = − log

[
1 +

(
J

Γ

)2(
L

8
− 3

8

)]
' −

(
J

Γ

)2(
L

8
− 3

8

)
=

1

8

(
J

Γ

)2

L− 3

8

(
J

Γ

)2

(5.19)

と計算できる*5。

5.1.5 低磁場領域（Γ � 1）：強磁性相互作用
低磁場領域の摂動論を考えるため、ハミルトニアンを

Ĥ/|J | = Ĥ(0) + λĤ′, (5.20)

*5 log(1 + ax) ≃ ax（但し x≪ 1）を用いた。
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と変形しておこう。ここで

Ĥ(0) = sgn(J)

L−1∑
i=1

ẐiẐi+1, (5.21)

Ĥ′ = −
L∑
i=1

X̂i. (5.22)

とおいた。摂動パラメータは λ = Γ/|J |である。まず強磁性相互作用 (J < 0)の場合から考えよう。今回は Ĥ(0) の
基底状態は |↑〉⊗L と |↓〉⊗L で 2重縮退している。従って基底状態をこれらを対象化した状態を基底状態として考える。
つまり

基底状態： |g(0)〉 = |↑〉
⊗L

+ |↓〉⊗L√
2

(5.23)

励起状態： |e(0)〉 = (|↑〉 or |↓〉)⊗L \{|↑〉⊗L , |↓〉⊗L} (5.24)

と考えられる。Ĥ/|J |の基底状態 |LFFM〉を摂動論の公式で展開すると、

|LFFM〉 ' |g(0)〉+
Γ

|J |
∑
e

〈e(0)|Ĥ′|g(0)〉
E

(0)
g − E(0)

e

|e(0)〉

=
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2
+

Γ

|J |
1√
2

∑
e

[
〈e(0)|Ĥ′| ↑〉

⊗L

E
(0)
g − E(0)

e

+
〈e(0)|Ĥ′| ↑〉

⊗L

E
(0)
g − E(0)

e

]
|e(0)〉

=
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2
− Γ

|J |
1√
2

∑
e

L−1∑
m=0

[
〈e(0)|ψm〉
E

(0)
g − E(0)

e

+
〈e(0)|ϕm〉
E

(0)
g − E(0)

e

]
|e(0)〉

=
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2
− Γ

|J |
1√
2

[
1

(L− 1)− (L− 3)
(|ψ0〉+ |ψL−1〉+ |ϕ0〉+ |ϕ|L−1〉)+

1

(L− 1)− (L− 5)

L−2∑
m=1

(|ψm〉+ |ϕm〉)

]

=
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2
− 1

2

Γ

|J |

[
|ψ0〉+ |ϕ0〉√

2
+
|ψL−1〉+ |ϕL−1〉√

2

]
− 1

4

Γ

|J |

L−2∑
m=1

|ψm〉+ |ϕm〉√
2

(5.25)

と書くことができる。ここで |ψm〉 = |↑〉⊗m ⊗ |↓〉 ⊗ |↑〉⊗(L−m−1)
, |ϕm〉 = |↓〉⊗m ⊗ |↑〉 ⊗ |↓〉⊗(L−m−1) とおいた。更

に規格化して、

|LFFM〉 '
1

N

(
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2
− 1

2

Γ

|J |

[
|ψ0〉+ |ϕ0〉√

2
+
|ψL−1〉+ |ϕL−1〉√

2

]
− 1

4

Γ

|J |

L−2∑
m=1

|ψm〉+ |ϕm〉√
2

)
(5.26)

N =

(
1 +

(
Γ

|J |

)2(
1

2
− 1

16
(L− 2)

))1/2

(5.27)

を得る。式が長いので

A =
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2
(5.28)

B = −1

2

Γ

|J |

[
|ψ0〉+ |ϕ0〉√

2
+
|ψL−1〉+ |ϕL−1〉√

2

]
(5.29)

C = −1

4

Γ

|J |

L−2∑
m=1

|ψm〉+ |ϕm〉√
2

(5.30)

とおこう。すると密度行列 ρ = |LFFM〉 〈LFFM| は

ρ =
1

N 2

[
AA† +AB† +AC† +BA† + CA†] (5.31)
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と書ける。PIDMΠ (ρ)は
Π (ρ) =

1

N 2

1

L!

[
Ã+ B̃ + C̃ + D̃ + Ẽ

]
(5.32)

と書ける。但し、

Ã =
∑
s∈SL

P̂sAA†P̂†
s = L!

|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√
2

〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√
2

(5.33)

B̃ =
∑
s∈SL

P̂sAB†P̂†
s = −1

2

Γ

|J |
∑
s∈SL

|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√
2

[
〈ψ0|+ 〈ϕ0|√

2
+
〈ψL−1|+ 〈ϕL−1|√

2

]
P̂†
s (5.34)

C̃ =
∑
s∈SL

P̂sAC†P̂†
s = −1

4

Γ

|J |
∑
s∈SL

L−2∑
m=1

|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√
2

〈ψm|+ 〈ϕm|√
2

P̂†
s (5.35)

D̃ =
∑
s∈SL

P̂sBA†P̂†
s = −1

2

Γ

|J |
∑
s∈SL

P̂s
[
|ψ0〉+ |ϕ0〉√

2
+
|ψL−1〉+ |ϕL−1〉√

2

]
〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√

2
(5.36)

Ẽ =
∑
s∈SL

P̂sCA†P̂†
s = −1

4

Γ

|J |
∑
s∈SL

L−2∑
m=1

P̂s
|ψm〉+ |ϕm〉√

2

〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√
2

(5.37)

とおいた。これを 2 乗してトレースをとると、〈↑|⊗L |ψm〉 , 〈↓|⊗L |ψm〉 , 〈↑|⊗L |ϕm〉 , 〈↓|⊗L |ϕm〉 が現れる項は全てゼ
ロになるので、結局

Tr
[
Π (ρ)2

]
=

1

N 4

1

(L!)2
Tr(Ã2 + 2B̃D̃ + 2B̃Ẽ + 2C̃D̃ + 2C̃Ẽ) (5.38)

が残る。各トレースを計算すると、

Tr(Ã2) = (L!)2Tr

[
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2

〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√
2

|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√
2

〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√
2

]

=
(L!)2

4
Tr

[(
|↑〉⊗L 〈↑|⊗L + |↑〉⊗L 〈↓|⊗L + |↓〉⊗L 〈↑|⊗L + |↓〉⊗L 〈↓|⊗L

)2]
=

(L!)2

4
Tr
[
|↑〉⊗L 〈↑|⊗L + |↑〉⊗L 〈↓|⊗L + |↓〉⊗L 〈↑|⊗L + |↓〉⊗L 〈↓|⊗L

]
= (L!)2 (5.39)

Tr(B̃D̃) =
1

4

(
Γ

|J |

)2

×

∑
s,s′∈SL

Tr

[
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2

(
〈ψ0|+ 〈ϕ0|√

2
+
〈ψL−1|+ 〈ϕL−1|√

2

)
P̂†
s

P̂s′
(
|ψ0〉+ |ϕ0〉√

2
+
|ψL−1〉+ |ϕL−1〉√

2

)
〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√

2

]

=
1

4

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!

(
1√
2

)2

· 2 · 4

=

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L! (5.40)

Tr(B̃Ẽ) =
1

8

(
Γ

|J |

)2

×

∑
s,s′∈SL

L−2∑
m=1

Tr

[
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2

(
〈ψ0|+ 〈ϕ0|√

2
+
〈ψL−1|+ 〈ϕL−1|√

2

)
P̂†
s P̂s′

|ψm〉+ |ϕm〉√
2

〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√
2

]

=
1

8

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!

(
1√
2

)2

· 2 · 2(L− 2)

=
1

4

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!(L− 2) (5.41)
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Tr(C̃D̃) =
1

8

(
Γ

|J |

)2

×

∑
s,s′∈SL

L−2∑
m=1

Tr

[
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2

〈ψm|+ 〈ϕm|√
2

P̂†
s P̂s′

(
〈ψ0|+ 〈ϕ0|√

2
+
〈ψL−1|+ 〈ϕL−1|√

2

)
〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√

2

]

=
1

8

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!

(
1√
2

)2

· 2 · 2(L− 2)

=
1

4

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!(L− 2) (5.42)

Tr(C̃Ẽ) =
1

16

(
Γ

|J |

)2

×

∑
s,s′∈SL

L−2∑
m,m′=1

Tr

[
|↑〉⊗L + |↓〉⊗L√

2

〈ψm|+ 〈ϕm|√
2

P̂†
s P̂s′

|ψm′〉+ |ϕm′〉√
2

〈↑|⊗L + 〈↓|⊗L√
2

]

=
1

16

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!

(
1√
2

)2

· 2 · (L− 2)2

=
1

16

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L! · (L− 2)2 (5.43)

という値になるので、

Tr
[
Π (ρ)2

]
=

1

N 4

1

(L!)2

[
(L!)2 + 2 ·

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L! + 2 · 1
4

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!(L− 2)+

2 · 1
4

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!(L− 2) + 2 · 1
16

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!(L− 2)2

]

=
1

N 4

1

(L!)2

[
(L!)2 + 2 ·

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L! +

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!(L− 2) +
1

8

(
Γ

|J |

)2

(L− 1)!L!(L− 2)2

]

=
1

N 4

[
1 + 2 ·

(
Γ

|J |

)2
1

L
+

(
Γ

|J |

)2
L− 2

L
+

1

8

(
Γ

|J |

)2
(L− 2)2

L

]

=
1

N 4

[
1 +

(
Γ

|J |

)2
1

L

(
L2

8
+
L

2
+

1

2

)]

=

[
1 +

(
Γ

|J |

)2(
1

2
− 1

16
(L− 2)

)]−2 [
1 +

(
Γ

|J |

)2
1

L

(
L2

8
+
L

2
+

1

2

)]

'

[
1−

(
Γ

|J |

)2(
1− 1

8
(L− 2)

)][
1 +

(
Γ

|J |

)2
1

L

(
L2

8
+
L

2
+

1

2

)]

= 1 +

(
Γ

|J |

)2(
−1

4
+

1

2L

)
(5.44)

よって PIDMの Rényiエントロピーは

S2(Π (ρ)) = − log

[
1−

(
Γ

|J |

)2(
1

4
− 1

2L

)]
'
(

Γ

|J |

)2(
1

4
− 1

2L

)
(5.45)

と計算できる。
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5.1.6 低磁場領域（Γ � 1）：反強磁性相互作用
最後に反強磁性相互作用（J > 0）の場合における低磁場領域の摂動論を考えよう。今回も Ĥ(0)の基底状態は |↑↓〉⊗L

2

と |↓↑〉⊗L
2 で 2重縮退している。従って基底状態をこれらを対象化した状態を基底状態として考える。つまり

基底状態： |g(0)〉 = |↑↓〉
⊗L

2 + |↓↑〉⊗
L
2

√
2

(5.46)

励起状態： |e(0)〉 = (|↑〉 or |↓〉)⊗L \{|↑↓〉⊗
L
2 , |↓↑〉⊗

L
2 } (5.47)

と考えられる。Ĥ/J の基底状態 |LFAFM〉を摂動論の公式で展開すると、

|LFAFM〉 ' |g(0)〉+
Γ

J

∑
e

〈e(0)|Ĥ′|g(0)〉
E

(0)
g − E(0)

e

|e(0)〉

=
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

+
Γ

J

1√
2

∑
e

 〈e(0)|Ĥ′| ↑↓〉
⊗L

2

E
(0)
g − E(0)

e

+
〈e(0)|Ĥ′| ↓↑〉

⊗L
2

E
(0)
g − E(0)

e

 |e(0)〉
=
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

− Γ

J

1√
2

∑
e

L
2 −1∑
m=0

[
〈e(0)| (|ψ(↑)

m 〉+ |ψ(↓)
m 〉)

E
(0)
g − E(0)

e

+
〈e(0)| (|ϕ(↑)m 〉+ |ϕ(↓)m 〉)

E
(0)
g − E(0)

e

]
|e(0)〉

=
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

−

Γ

J

1√
2

 1

−(L− 1)− (−(L− 5))

L
2 −2∑
m=0

|ψ(↑)
m 〉+

1

−(L− 1)− (−(L− 3))
|ψ(↑)

L
2 −1
〉+

1

−(L− 1)− (−(L− 3))
|ψ(↓)

0 〉+
1

−(L− 1)− (−(L− 5))

L
2 −1∑
m=1

|ψ(↓)
m 〉+

1

−(L− 1)− (−(L− 3))
|ϕ(↑)0 〉+

1

−(L− 1)− (−(L− 5))

L
2 −1∑
m=1

|ϕ(↑)m 〉

1

−(L− 1)− (−(L− 5))

L
2 −2∑
m=0

|ϕ(↓)m 〉+
1

−(L− 1)− (−(L− 3))
|ϕ(↓)L

2 −1
〉


=
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

+
Γ

J

1

4
√
2

L
2 −2∑
m=0

(
|ψ(↑)
m 〉+ |ϕ(↓)m 〉

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
|ψ(↓)
m 〉+ |ϕ(↑)m 〉

)+

Γ

J

1

2
√
2

[
|ψ(↑)

L
2 −1
〉+ |ϕ(↓)L

2 −1
〉+ |ψ(↓)

0 〉+ |ϕ
(↑)
0 〉
]

(5.48)

と書くことができる。更に規格化して

|LFAFM〉 '
1

N

 |↑↓〉⊗
L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

+
Γ

J

1

4
√
2

L
2 −2∑
m=0

(
|ψ(↑)
m 〉+ |ϕ(↓)m 〉

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
|ψ(↓)
m 〉+ |ϕ(↑)m 〉

)+

|↑↓〉⊗
L
2

1

Γ

J

1

2
√
2

[
|ψ(↑)

L
2 −1
〉+ |ϕ(↓)L

2 −1
〉+ |ψ(↓)

0 〉+ |ϕ
(↑)
0 〉
]}

(5.49)

N =

(
1 +

(
Γ

J

)2(
L

16
+

3

8

))1/2

(5.50)
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を得る。ここで

|ψ(↑)
m 〉 = |↑↓〉

⊗m ⊗ |↑↑〉 ⊗ |↑↓〉⊗(L
2 −m−1)

(5.51)

|ψ(↓)
m 〉 = |↑↓〉

⊗m ⊗ |↓↓〉 ⊗ |↑↓〉⊗(L
2 −m−1)

(5.52)

|ϕ(↑)m 〉 = |↓↑〉
⊗m ⊗ |↑↑〉 ⊗ |↓↑〉⊗(L

2 −m−1)
(5.53)

|ϕ(↓)m 〉 = |↓↑〉
⊗m ⊗ |↓↓〉 ⊗ |↓↑〉⊗(L

2 −m−1)
(5.54)

とおいた。式が長いので

A =
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

(5.55)

B =
Γ

J

1

4
√
2

L
2 −2∑
m=0

(
|ψ(↑)
m 〉+ |ϕ(↓)m 〉

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
|ψ(↓)
m 〉+ |ϕ(↑)m 〉

) (5.56)

C =
Γ

J

1

2
√
2

[
|ψ(↑)

L
2 −1
〉+ |ϕ(↓)L

2 −1
〉+ |ψ(↓)

0 〉+ |ϕ
(↑)
0 〉
]

(5.57)

とおこう。すると密度行列 ρ = |LFAFM〉 〈LFAFM| は

ρ =
1

N 2

[
AA† +AB† +AC† +BA† + CA†] (5.58)

と書ける。PIDMΠ (ρ)は
Π (ρ) =

1

N 2

1

L!

[
Ã+ B̃ + C̃ + D̃ + Ẽ

]
(5.59)

と書ける。但し、

Ã =
∑
s∈SL

P̂sAA†P̂†
s =

∑
s∈SL

P̂s
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

|↑↓〉⊗
L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

P̂†
s (5.60)

B̃ =
∑
s∈SL

P̂sAB†P̂†
s

=
1

4
√
2

Γ

J

∑
s∈SL

P̂s
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

L
2 −2∑
m=0

(
〈ψ(↑)
m |+ 〈ϕ(↓)m |

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
〈ψ(↓)
m |+ 〈ϕ(↑)m |

) P̂†
s (5.61)

C̃ =
∑
s∈SL

P̂sAC†P̂†
s

=
1

2
√
2

Γ

J

∑
s∈SL

P̂s
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

[
〈ψ(↑)

L
2 −1
|+ 〈ϕ(↓)L

2 −1
|+ 〈ψ(↓)

0 |+ 〈ϕ
(↑)
0 |
]
P̂†
s (5.62)

D̃ =
∑
s∈SL

P̂sBA†P̂†
s

=
1

4
√
2

Γ

J

∑
s∈SL

P̂s

L
2 −2∑
m=0

(
|ψ(↑)
m 〉+ |ϕ(↓)m 〉

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
|ψ(↓)
m 〉+ |ϕ(↑)m 〉

) 〈↑↓|⊗L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

√
2

P̂†
s (5.63)

Ẽ =
∑
s∈SL

P̂sCA†P̂†
s

=
1

2
√
2

Γ

J

∑
s∈SL

P̂s
[
|ψ(↑)

L
2 −1
〉+ |ϕ(↓)L

2 −1
〉+ |ψ(↓)

0 〉+ |ϕ
(↑)
0 〉
] 〈↑↓|⊗L

2 + 〈↓↑|⊗
L
2

√
2

P̂†
s (5.64)

とおいた。これを 2 乗してトレースをとると、〈↑↓|⊗L
2 |ψ(↑or↓)

m 〉 , 〈↓↑|⊗
L
2 |ψ(↑or↓)

m 〉 , 〈↑↓|⊗
L
2 |ϕ(↑or↓)m 〉 , 〈↓↑|⊗

L
2 |ϕ(↑or↓)m 〉

が現れる項は全てゼロになるので、結局

Tr
[
Π (ρ)2

]
=

1

N 4

1

(L!)2
Tr(Ã2 + 2B̃D̃ + 2B̃Ẽ + 2C̃D̃ + 2C̃Ẽ) (5.65)
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が残る。各トレースを計算はやや複雑なので一つ一つ丁寧に計算を追う。

Tr(Ã2)の計算は、

Ã =
1

2

∑
s∈SL

(
P̂s |↑↓〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 P̂†

s + P̂s |↑↓〉
⊗L

2 〈↓↑|⊗
L
2 P̂†

s

)
× 2 (5.66)

を用いて、

Tr(Ã2) =
∑

s,s′∈SL

Tr
[
P̂s |↑↓〉⊗

L
2 〈↑↓|⊗

L
2 P̂†

s P̂s′ |↑↓〉
⊗L

2 〈↑↓|⊗
L
2 P̂†

s′ + P̂s |↑↓〉
⊗L

2 〈↑↓|⊗
L
2 P̂†

s P̂s′ |↑↓〉
⊗L

2 〈↓↑|⊗
L
2 P̂†

s′+

P̂s |↑↓〉⊗
L
2 〈↓↑|⊗

L
2 P̂†

s P̂s′ |↑↓〉
⊗L

2 〈↑↓|⊗
L
2 P̂†

s′ + P̂s |↑↓〉
⊗L

2 〈↓↑|⊗
L
2 P̂†

s P̂s′ |↑↓〉
⊗L

2 〈↓↑|⊗
L
2 P̂†

s′

]
=

(
L

2

)
!

(
L

2

)
!L!2 (5.67)

と実行できる。

Tr(B̃D̃) =
1

32

(
Γ

J

)2

×

∑
s,s′∈SL

Tr

P̂s |↑↓〉⊗L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2


L
2 −2∑
m=0

(
〈ψ(↑)
m |+ 〈ϕ(↓)m |

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
〈ψ(↓)
m |+ 〈ϕ(↑)m |

) P̂†
s

P̂s′


L
2 −2∑
m=0

(
|ψ(↑)
m 〉+ |ϕ(↓)m 〉

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
|ψ(↓)
m 〉+ |ϕ(↑)m 〉

) 〈↑↓|⊗
L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

√
2

P̂†
s′


=

1

32

(
Γ

J

)2 ∑
s,s′∈SL

Tr

P̂s |↑↓〉⊗L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

L
2 −2∑
m=0

〈ψ(↑)
m |+

L
2 −1∑
m=1

〈ϕ(↑)m |

 P̂†
s P̂s′

L
2 −2∑
m=0

|ψ(↑)
m 〉+

L
2 −1∑
m=1

|ϕ(↑)m 〉

 〈↑↓|⊗L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

√
2

P̂†
s′

+

Tr

P̂s |↑↓〉⊗L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2

L
2 −2∑
m=0

〈ϕ(↓)m |+
L
2 −1∑
m=1

〈ψ(↓)
m |

 P̂†
s P̂s′

L
2 −2∑
m=0

|ϕ(↓)m 〉+
L
2 −1∑
m=1

|ψ(↓)
m 〉

 〈↑↓|⊗L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

√
2

P̂†
s′


=

1

64

(
Γ

J

)2 ∑
s,s′∈SL

Tr

(〈↑↓|⊗L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

)
P̂†
s′P̂s

(
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

)L
2 −2∑
m=0

〈ψ(↑)
m |+

L
2 −1∑
m=1

〈ϕ(↑)m |


L

2 −2∑
m=0

〈ψ(↑)
m |+

L
2 −1∑
m=1

〈ϕ(↑)m |

 P̂†
s P̂s′

L
2 −2∑
m=0

|ψ(↑)
m 〉+

L
2 −1∑
m=1

|ϕ(↑)m 〉

+

Tr

(〈↑↓|⊗L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

)
P̂†
s′P̂s

(
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

)L
2 −2∑
m=0

〈ψ(↑)
m |+

L
2 −1∑
m=1

〈ϕ(↑)m |


L

2 −2∑
m=0

〈ϕ(↓)m |+
L
2 −1∑
m=1

〈ψ(↓)
m |

 P̂†
s P̂s′

L
2 −2∑
m=0

|ϕ(↓)m 〉+
L
2 −1∑
m=1

|ψ(↓)
m 〉

 .

(5.68)

ここで 1つ目のトレースを T1、2つ目のトレースを T2 とおいて更に計算を進めよう。例えば T1 の中の項の一つ

∑
s,s′∈SL

L
2 −2∑

m,m′=0

Tr
[
〈↑↓|⊗

L
2 P̂†

s′P̂s |↑↓〉
⊗L

2 〈ψ(↑)
m | P̂†

s P̂s′ |ψ
(↑)
m′ 〉
]

(5.69)
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を考える。この値は 〈↑↓|⊗L
2 P̂†

s′P̂s |↑↓〉
⊗L

2 = 1 かつ 〈ψ(↑)
m | P̂†

s P̂s′ |ψ
(↑)
m′ 〉 = 1 となる {s, s′,m,m′}の組の場合の数であ

り、この値は (
L

2

)
!

(
L

2
− 1

)
!L!

(
L

2
− 1

)2

≡ T (5.70)

で与えられる。この議論をもとに、〈α|⊗L
2 P̂†

s′P̂s |β〉
⊗L

2 = 1 (α, β ∈ {↑↓, ↓↑}) かつ 〈γ(↑)m | P̂†
s P̂s′ |δ

(↑)
m′ 〉 = 1 (γ, δ ∈

{ψ, ϕ})となる場合の数は以下のようになる。

表 5.1 α, β, γ, δ による場合の数

α, β

δ, γ
ψ, ψ ψ, ϕ ϕ, ψ ϕ, ϕ

↑↓, ↑↓ T 0 0 T

↑↓, ↓↑ 0 T T 0

↓↑, ↑↓ 0 T T 0

↓↑, ↓↑ T 0 0 T

従って
T1 = 8T = 8

(
L

2

)
!

(
L

2
− 1

)
!L!

(
L

2
− 1

)2

(5.71)

を得る。
同様に考えると T2 は 〈α|⊗

L
2 P̂†

s′P̂s |β〉
⊗L

2 = 1 (α, β ∈ {↑↓, ↓↑}) かつ 〈γ(↓)m | P̂†
s P̂s′ |δ

(↓)
m′ 〉 = 1 (γ, δ ∈ {ψ, ϕ})となる

場合の数であり、
T2 = 8T = 8

(
L

2

)
!

(
L

2
− 1

)
!L!

(
L

2
− 1

)2

(5.72)

を得る。従って、

Tr(B̃D̃) =
1

64

(
Γ

J

)2

· 8
(
L

2

)
!

(
L

2
− 1

)
!L!

(
L

2
− 1

)2

· 2

=
1

4

(
Γ

J

)2(
L

2

)
!

(
L

2
− 1

)
!L!

(
L

2
− 1

)2

(5.73)

と計算できる。
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Tr(B̃Ẽ) =
1

16

(
Γ

J

)2

×

∑
s,s′∈SL

Tr

P̂s |↑↓〉⊗L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

√
2


L
2 −2∑
m=0

(
〈ψ(↑)
m |+ 〈ϕ(↓)m |

)
+

L
2 −1∑
m=1

(
〈ψ(↓)
m |+ 〈ϕ(↑)m |

) P̂†
s

P̂s′
[
|ψ(↑)

L
2 −1
〉+ |ϕ(↓)L

2 −1
〉+ |ψ(↓)

0 〉+ |ϕ
(↑)
0 〉
] 〈↑↓|⊗L

2 + 〈↓↑|⊗
L
2

√
2

P̂†
s′

]

=
1

32

(
Γ

J

)2 ∑
s,s′∈SL

Tr

(〈↑↓|⊗L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

)
P̂†
s′P̂s

(
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

)L
2 −2∑
m=0

〈ψ(↑)
m |+

L
2 −1∑
m=1

〈ϕ(↑)m |


L

2 −2∑
m=0

〈ψ(↑)
m |+

L
2 −1∑
m=1

〈ϕ(↑)m |

 P̂†
s P̂s′

(
|ψ(↑)

L
2 −1
〉+ |ϕ(↑)0 〉

)+

Tr

(〈↑↓|⊗L
2 + 〈↓↑|⊗

L
2

)
P̂†
s′P̂s

(
|↑↓〉⊗

L
2 + |↓↑〉⊗

L
2

)L
2 −2∑
m=0

〈ψ(↑)
m |+

L
2 −1∑
m=1

〈ϕ(↑)m |


L

2 −2∑
m=0

〈ϕ(↓)m |+
L
2 −1∑
m=1

〈ψ(↓)
m |

 P̂†
s P̂s′

(
|ϕ(↓)0 〉+ |ψ

(↓)
L
2 −1
〉
)

=
1

32

(
Γ

J

)2

·
(
L

2

)
!

(
L

2
− 1

)
!L!

(
L

2
− 1

)
· 16

=
1

2

(
Γ

J

)2

·
(
L

2

)
!

(
L

2
− 1

)
!L!

(
L

2
− 1

)
(5.74)
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さて、これで PIDMを計算するパーツが出そろった。結局
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よって PIDMの Rényiエントロピーは
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と計算できる。
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5.1.7 PIDMの Rényiエントロピーのサイト数依存性
物理量のスケーリング則（scaling law）は、その物理量が示量性を持つのか示強性を持つのかといった重要な情報
を与える。ここでは S2(Π (ρ))のスケーリング則について注目する。

強磁性相互作用の場合
図 5.3に関して縦軸を S2(Π (ρ))、横軸を Lとしてプロットすると図 5.5を得た。

図 5.5 強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における S2(Π (ρ)) vs. L

図 5.5を見ると、Lを大きくすると FM相（青いプロット）では S2(Π (ρ))はある値に収束し、PM相（赤いプロッ
ト）では線形に発散するような定性的な振舞いの違いが見られた。また量子臨界点（緑のプロット）では常磁性相同様
の線形的な発散が見られるが、その傾きがその中でも最大に近いことがわかる。傾きが最大ではないのは図 5.3におい
てピークが量子臨界点からわずかにずれていることに由来すると考えられる。
具体的なスケーリング則を調べるため、このプロットデータを

fS2
(L) = p1L+ p2 +

p3
L

+ p4 logL (5.79)

をフィッティング関数としてフィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4 の値を求めた。fS2(L)の関数形は高磁場領域にお
ける S2(Π (ρ))を二次の摂動論を用いて計算したときに現れる関数の形によって採用した。図 5.5中のはフィッテング
の結果である。フィッテングの結果を図 5.6に示す。図 5.6中の青色、赤色の点線はそれぞれ低磁場、高磁場領域にお
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ける二次摂動による解析計算の結果

低磁場領域（FM）: S2(Π (ρ)) =

(
Γ

|J |

)2(
1

4
− 1

2L

)
(5.80)

高磁場領域 : S2(Π (ρ)) =
1

8

(
|J |
Γ

)2

L− 3

8

(
|J |
Γ

)2

(5.81)

によるものであり、得られたフィッティングパラメータとコンシステントな結果であることが分かる。FM 相では
p1 = 0, p4 = 0であり、p2, p3 は Γ の値によって有限の値になることが分かる。熱力学的極限では p3 の項は無視でき
るので、p2 の項のみが残ると考えられる。PM相では p1 も有限の値を取ることから、熱力学的極限では p1, p2 の項が
残ると考えられる。すなわち、熱力学極限では

S2(Π (ρ)) =

{
O(1) (FM)

p1L+O(1) (PM)
(5.82)

のようにスケールすることが考えられる。

図 5.6 強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖におけるフィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4 の値

本研究で得た図 5.3ではピークの頂点が QCPからずれている。一方 QCPでは、1サイトのエンタングルメントエ
ントロピーや次近接 2サイトのコンカレンス*6が最大値を取ることが知られている [97]。S2(Π (ρ))の頂点が QCP直
上になる理由はないが、エンタングルメントが複雑に存在する状態では対称化操作による空間構造の情報損失が大きい
と考えられるため、同様に QCPでピークを取る可能性はある。そこで縦軸をサイト数 Lで割ってプロットすると図
5.7を得た。このようにプロットすると、発散の速さが最大な項が O(L)の関数は Lを上げても発散しないので、熱力

*6 混合状態のエンタングルメントを定量化するエンタングルメント測度として、生成エンタングルメント（entanglement of formation）[38]

が挙げられる。生成エンタングルメントは一般に計算不可能であるが、2qubit 系であればコンカレンスと呼ばれる量を用いて厳密に計算す
ることが可能である [98]。コンカレンスは C(ρ) = max(0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4)で定義される量で、セパラブル状態で C = 0、最大エンタ
ングル状態で C = 1を取る。但し、{λi} (λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4)は、行列

√√
ρρ̃

√
ρ ( ρ̃ = (Y ⊗ Y )ρ(Y ⊗ Y ) )の固有値である。
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図 5.7 強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における S2(Π (ρ))/Lの Γ/|J |依存性

学極限での振る舞いが見やすくなる。図 5.7を見るとピークの位置は少しずつ左に動いているが、少なくとも L = 18

までのプロットでは S2(Π (ρ))/Lの値はまだ収束しておらず、Lをより大きくしたときにピークの位置が QCPに近づ
くかどうかは断定できなかった。Lを大きくしたときにピークの頂点が QCPに近づく可能性は残っている。

反強磁性相互作用の場合
図 5.4に関して PIDMの Rényiエントロピーのサイト数依存性を図 5.8に示す。Lを大きくしていくと、反強磁性
相（青いプロット）も常磁性相（赤いプロット）も線形に発散するような振る舞いが見られた。こちらもスケーリング
則を調べるため、フィッティング関数 fS2

(L)を用いてフィッテングした。フィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4 の値
を図 5.9に示す。二次摂動による解析計算（青色・赤色の点線）は

低磁場領域（AFM）: S2(Π (ρ)) = L log 2− 1

2
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(5.83)
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1

8

(
J
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)2

L− 3

8

(
J

Γ

)2

(5.84)

によるものであり、こちらもフィッティングパラメータとコンシステントな結果であることが分かる。AFM相ではす
べてのフィッテングパラメータが有限に表れており、熱力学的極限では p1, p2, p4 の項が残ると考えられる。PM相は
強磁性相互作用の場合と同様、p1, p2 の項が残ると考えられる。すなわち考えられるスケーリング則は{

p1L+ p4 logL+O(1) (AFM)

p1L+O(1) (PM)
(5.85)

である。
強磁性相互作用の場合にピークが QCP近傍に現れたように、反強磁性相互作用の場合でも QCP近傍に現れる特徴
的なものは何だろうか。図 5.4を見ると Γ/J ' 0.8で変曲点が存在しそうである。そこで縦軸を Γ/J で数値微分する
と、図 5.10(a)のように QCP近傍にピーク構造が現れた。このピークの位置の変化を見やすくするため数値微分の値
をサイト数 Lで割った時のプロットを 5.10(b)に示す。ピークの頂点は Lを増やしていくと少しずつ右にずれている
ことが分かる。こちらも強磁性相互作用の場合と同様に L ≤ 18では値は収束しておらず、Lを更に大きくしていくと
ピークの位置もまだまだ変化し、熱力学極限で QCP直上に移動する可能性がある。
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あ

図 5.8 反強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における S2(Π (ρ)) vs. L

図 5.9 反強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖におけるフィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4 の値
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図 5.10 反強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における (a)S2(Π (ρ))の Γ/J に関する数値微分と (b)数値微分を Lで割った値

5.2 XXZ 鎖
5.2.1 ハミルトニアンと基底状態
横磁場 Ising鎖での解析を通し、PIDMの Rényiエントロピーは対称化操作によって空間構造の情報捨てることで生
じる不確かさを定量化することで元の状態が保持する空間構造の情報を定量化すること、また FM相、AFM相、PM

相によってそのスケーリング則が変化するという知見を得た。本研究ではより広い知見を得るために、横磁場 XXZ

鎖における解析も行った。ハミルトニアンは

Ĥ = J

L−1∑
i=1

(
X̂iX̂i+1 + ŶiŶi+1 +∆ẐiẐi+1

)
, (5.86)

で与えられる。X̂i, Ŷi, Ẑi はそれぞれサイト iに作用する Pauli行列を表す。J は交換相互作用であり、J < 0, J > 0

のときそれぞれ強磁性的、反強磁性的相互作用をする。∆ はスピン間相互作用の異方性を表す無次元パラメータで
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ある。∆ = 1 では異方性の無い Heisenberg モデル、∆ = 1 では容易面異方性のある XY モデルのような振る舞い、
∆� 1では容易軸異方性のある Isingモデルのような振る舞いをする。本モデルでも Lは偶数とし、OBCを課す。
交換相互作用が強磁性的であるとき、∆ ≥ 1では z 軸方向の強磁性相互作用の寄与が比較的大きくなるため、系は
隣接するスピンが z 軸方向に同じ方向を向いた強磁性相（FM）をとる。一方、0 ≤ ∆ < 1では x, y 軸方向の強磁性
相互作用の寄与が比較的大きくなるため、スピンは x-y 平面に向いたほうがエネルギーを得できる。このとき系は朝
永-Luttinger液体（Tomonaga-Luttinger liquid, TLL）[93, 94, 95]と呼ばれる状態であり、強磁性的なしかし準長距
離秩序（quasi-long-range order）を持つ相が実現する（以降 TLLFM と書くことにする）。準長距離秩序とは、相関関
数が距離の冪で減衰する磁気秩序である。同様に反強磁性的相互作用の場合は、∆ ≥ 1では隣接スピンが z 軸方向に
反平行を向いた反強磁性相（AFM）をとなり、0 < ∆ < 1では反強磁性的な TLLとなる（以降 TLLAFM と書くこと
にする）。

図 5.11 (a)強磁性相互作用及び (b)反強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における、横磁場の強さに対する基底状態相図

5.2.2 容易軸異方性パラメータに対する PIDMの Rényiエントロピーの振舞い
強磁性相互作用の場合
強磁性相互作用する XXZ 鎖における基底状態に対する PIDM の純粋度 P (Π (ρ)) 及び Rényi エントロピー

S2(Π (ρ)) = − logP (Π (ρ))を図 5.12に示す*7。計算コストの都合上、基底状態を表現するMPSの最大ボンド次元 n

χmax は L = 10までは χmax = 2
L
2（最大値）、L = 12, 14, 16, 18は χmax = 10, 10, 10, 10として計算した。容易軸異

方性が強い領域（∆ ≥ 1）では、P (Π (ρ))は常に 1、S2(Π (ρ))は常に 0となっている。この領域では各サイトのスピ
ンが同じ方向を向いており、いかなる置換に対しても不変であるためこの振る舞いは自明である。一方、容易面異方性
が強い領域（0 ≤ ∆ < 1）では P (Π (ρ))は 1より小さな値をとり、S2(Π (ρ))は有限の値をとっている。∆が小さくな
る程 S2(Π (ρ))は大きな値をとなり、各システムサイズで ∆ = 0で最大値をとっている。この領域では ∆が小さくな

*7 横磁場 Ising 模型のようにグローバルなスピン回転対称性が無く XXZ 模型では DL 個のランダムベクトルに対して個別に期待値を計算し
ているため、L = 18までの結果となっている。
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る程、ハミルトニアンは一次元 XY モデルに近くなるため準長距離秩序が強くなる。この準長距離秩序は対称化操作
によってその空間構造の情報が失われるため、S2(Π (ρ))は ∆の減少に伴い大きくなっていると考えられる。

図 5.12 強磁性相互作用する XXZ 鎖における (a)P (Π (ρ))及び (b)S2(Π (ρ))の ∆依存性

反強磁性相互作用の場合
反強磁性相互作用する XXZ 鎖における基底状態に対する PIDM の純粋度 P (Π (ρ)) 及び Rényi エントロピー

S2(Π (ρ))を図 5.13に示す。この場合は ∆の全領域で、S2(Π (ρ))は有限の値をとっている。∆を十分大きくすると
S2(Π (ρ))の値は L log 2 − 1

2 logL − log
√
2π に近づいている。この値は横磁場 Isingモデルにおけるゼロ磁場極限で

の値であり、モデルが Ising-likeであることとコンシステントな結果である。非自明な結果としては、量子相転移点直
上ですべての Lで S2(Π (ρ))が極小値を取ることを見つけた。例として L = 4, 14量子相転移点近傍での S2(Π (ρ))の
振る舞いの拡大図を 5.14に示す。この極小点の出現の理由は明らかではないが、S2(Π (ρ))は XXZ 鎖の相転移点を
はっきりと反映する量である知見を得た。
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あ

図 5.13 反強磁性相互作用する横磁場 Ising鎖における S2(Π (ρ)) vs. ∆

図 5.14 図 5.13(b)の相境界近傍の拡大図
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5.2.3 PIDMの Rényiエントロピーのサイト数依存性
強磁性相互作用の場合
横磁場 Ising鎖と同様に、図 5.12, 5.13に関して、縦軸に S2(Π (ρ))、横軸に Lを取ってプロットすると図 5.15を得
た。Lを大きくしていくと、TLLFM 相（青いプロット）は線形に発散するような振る舞いが見られた。FM相（赤い
プロット）は自明に常に 0である。横磁場 Ising鎖とのスケーリング則の差異を見るため、フィッティング関数を

fS2
(L) = p1L+ p2 +

p3
L

+ p4 logL (5.87)

gS2(L) = p1L+ p2 +
p3
L

(5.88)

の 2通りでフィッテングした。フィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4の値を図 5.16に示す。赤色、青色のプロットはそ
れぞれ fS2

(L), gS2
(L)による結果である。FM相では自明にすべてのフィッテングパラメータが 0であり、S2(Π (ρ))

はサイト数 Lに依らず一定の値を取ることがわかる。一方、TLLFM 相では、フィッティングパラメータの値が滑らか
に変化しており、FM相へ自然な形で繋がっていることから、fS2(L)よりも gS2(L)の方がよくスケーリング則を記述
できていると考えられる。p3 の項は熱力学的極限で 0に収束すると考え、スケーリング則は

S2(Π (ρ)) =

{
O(1) (FM)

p1L+O(1) (TLLFM)
(5.89)

となることが考えられる。図 5.12中の点線は gS2
(L)によってフィッティングした結果である。

図 5.15 強磁性相互作用する XXZ 鎖における S2(Π (ρ)) vs. L
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図 5.16 強磁性相互作用する XXZ 鎖におけるフィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4 の値。赤色、青色のプロッ
トはそれぞれ fS2(L), gS2(L)によって得られたデータである。

反強磁性相互作用の場合
反強磁性相互作用の場合における PIDMの Rényiエントロピーのサイト数依存性を図 5.17に示す。Lを大きくし
ていくと、TLLAFM 相（青いプロット）も AFM相（赤いプロット）もおおよそ同じような関数形で発散する振る舞い
が見られた。

図 5.17 反強磁性相互作用する XXZ 鎖における S2(Π (ρ)) vs. L
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ここでも fS2
(L), gS2

(L) の 2 通りでフィッテングした。フィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4 の値を図 5.18 に示
す。赤色、青色のプロットはそれぞれ fS2

(L), gS2
(L)による結果である。AFM相では、fS2

(L)のエラーバーの幅は
ほとんど 0であり、∆−1 を十分小さくすると（∆を十分大きくすると）、古典 Ising極限（∆−1 = 0）における値に近
づいていることがわかる。よって fS2(L)は S2(Π (ρ))のスケーリング則をうまく記述していると考えられる。p1から
p4 まで有限の値をとっていることから、熱力学的極限におけるスケーリング則は p1L+ p2 + p4 logLという形になる
と考えられる。また関数 fS2

(L)での結果は AFM相と TLLAFM 相の間が滑らかに繋がっており、XY 極限では p2 の
値はほとんど 0となっている。これらの事実から我々は、スケーリング則が

S2(Π (ρ)) =

{
p1L+ p4 logL+O(1) (AFM)

p1L+ p4 logL　 (TLLAFM)
(5.90)

で与えられると考えた。

図 5.18 強磁性相互作用するXXZ 鎖におけるフィッテングパラメータ p1, p2, p3, p4 の値。各パネルの横軸は、左
半分が∆（軸の向きは右）、右半分は∆−1（軸の向きは左）であり、パネル中央∆ = ∆−1 = 1がHeisemberg point

である。すなわち左端はXY 極限、右端は Ising極限である。赤色、青色のプロットはそれぞれ fS2(L), gS2(L)に
よって得られたデータである。∆−1 = 0における緑色のバツ印は古典 Isingモデルにおける値を表す。
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5.3 PIDMの Rényiエントロピーと量子相の関係
ここでは横磁場 Ising鎖及び XXZ 鎖で得た結果をまとめ、PIDMの Rényiエントロピー S2(Π (ρ))と量子相の関
係について考察する。
まず S2(Π (ρ))は状態 ρに対称化操作 Π を施すことで生じる ρの空間構造に関する情報の損失を定量化することが
分かった。言い換えると、S2(Π (ρ))は状態 ρがもともと保持している空間構造に関する情報を定量化する。すなわち
純粋状態 ρに対して、

S2(Π (ρ)) = 0 ⇔ Π (ρ)は純粋状態のまま ⇔ ρは空間構造の情報が無い状態 (5.91)

S2(Π (ρ)) > 0 ⇔ Π (ρ)は混合状態になる ⇔ ρは空間構造の情報がある状態 (5.92)

という関係でまとめられる。「空間構造の情報がある」という性質はやや抽象的であるが、ここでは「置換不変でない」
という意味で用いている。
また一般に物理量のサイト数依存性は系の重要な情報を与えるものである。我々が得た各相における S2(Π (ρ))のス
ケーリング則をまとめると、横磁場 Ising鎖では

S2(Π (ρ)) =


O(1) (FM)

p1L+ p4 logL+O(1) (AFM)

p1L+O(1) (PM)

(5.93)

XXZ 鎖では

S2(Π (ρ)) =


O(1) (FM)

p1L+ p4 logL+O(1) (AFM)

p1L+O(1) (TLLFM)

p1L+ p4 logL (TLLAFM)

(5.94)

であった。FM 相と AFM 相におけるスケーリング則は両モデルにおいてコンシステントなものになっている。した
がって、S2(Π (ρ))のスケーリング則はモデルに依らず、強磁性・反強磁性秩序を特徴づけることができると考えられ
る。また TLL相でもスケーリング則の差異が見られ、同じ強磁性秩序を持っている相でも S2(Π (ρ))のスケーリング
則によって長距離秩序・準長距離秩序を区別できる可能性がある。一方で、これらの結論はたかだか L ≤ 22までの比
較的小さな系での数値計算と、特定の範囲で有効となる 2次の摂動論及び、2次の摂動論を基にしたスケーリングによ
る結果であり、解析的に証明されたわけではない。正しいスケーリング則を明らかにするためにはより大きな系での数
値解析及び実験における測定が必要であると考えられる。とはいえ、特に実験における測定は数値計算で生じるボンド
次元分のテンソル縮約に起因する計算時間コストがないため、そのスケーラビリティによってこの問題は解決できると
期待される。
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第 6章

まとめと展望

6.1 まとめ
本研究では、人工量子系における量子状態の持つ量子情報量の測定というスケールアップの困難な問題に対し、密度
行列でなく PIDM の構築という観点からアプローチし、PIDM から得られる量子情報を探索した。特に横磁場 Ising

鎖及び XXZ 鎖において、基底状態に対する PIDMの Rényiエントロピーの振る舞いを数値解析した。
横磁場 Ising鎖では、強磁性相互作用の場合 PIDMの Rényiエントロピーはゼロ磁場及び無限磁場の極限で 0をと
り、量子臨界点近傍ではブロードなピークが現れた。反強磁性相互作用の場合はこのピーク構造は消え、反強磁性相の
パラメータ領域全体で PIDMの Rényiエントロピーは無限に発散する傾向がみられた。これらの振る舞いの原因は、
基底状態の保持する空間構造に関する情報によって理解することができることを見出した。すなわち、PIDMの Rényi

エントロピーは粒子の置換を行って平均化する操作 Π によって捨てられる空間構造の情報を定量化していると考えら
れる。そのため強磁性相互作用の場合、ゼロ磁場および無限磁場両極限では基底状態はどのサイトも同じスピンの状態
をとっているので、Φ による情報損失は無く PIDMの Rényiエントロピーは 0をとる。また量子臨界点近傍ではエン
タングルメントの空間構造が複雑な状態のため、Π による情報損失が大きくピーク構造が現れたと考えられる。反強
磁性相互作用の場合、PIDMの Rényiエントロピーは常磁性相の領域は強磁性相互作用の場合と同じ理屈で小さな値
をとり、反強磁性相では置換不変でない状態であることから Π による情報損失が大きく、高い値が出ている。また一
般に物理量のサイト数依存性は系の重要な情報を保持するため、PIDMの Rényiエントロピーをサイト数 Lに関して
プロットし、L,L0, L−1 及び logLの項を含む関数を用いてフィッテングを行った。結果、量子相の差異が PIDMの
Rényiエントロピーのスケーリング則の差異に反映される知見を得た。
以上の振る舞いが普遍的なものか知見を得るため、同様の解析を XXZ 鎖においても行った。強磁性相互作用の場

合は強磁性相のパラメータ領域全体で PIDM の Rényi エントロピーが 0 になり、TLLFM 相では有限の値をとった。
反強磁性相互作用の場合は全パラメータ領域において PIDMの Rényiエントロピーは有限の値を取ったが、量子相転
移点直上でサイト数に依存せず、非自明な極小点が現れた。こちらもサイト数に関してフィッテングを行ったところ、
強磁性相、反強磁性相のサイト数依存性は横磁場 Ising鎖と同じ結果となった。このことから PIDMの Rényiエント
ロピーは、モデルに依らず強磁性・反強磁性秩序を特徴づけられる可能性があることがわかった。また強磁性相と強磁
性的な TLL相（または反強磁性相と反強磁性的な TLL相）の間でもスケーリング則の差異が見られ、同じ磁性秩序で
も長距離秩序・準長距離秩序の差異が PIDMの Rényiエントロピーのスケーリング則に現れる可能性を見出した。し
かし本研究で見出したスケーリング則は解析的に証明できたものではないため、今後は更に大きな系における数値計算
による解析及び実験による測定が望まれる。特に実験による測定では、数値計算においてコストが大きかったボンド次
元分のテンソル縮約演算が発生しないためスケールアップが期待される。
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6.2 展望
本研究は、置換不変状態以外の一般の純粋状態を対象に、その PIDMによって得られるスケーラブルな量子情報を
探索する重要な第一歩である。今後は本研究で得られた知見をもとにして、理論的にも実験的にも多くの展望が期待さ
れる。理論的には、より大きな系での解析または厳密計算により、本研究で言及した PIDMの Rényiエントロピーの
スケーリング則を解明することができると考えられる。またそれに伴い、PIDMの Rényiエントロピーが強磁性・反
強磁性秩序を特徴づけられるのか、長距離・準長距離秩序の判定に有益な量であるかどうかが明らかになる。
我々はいくつかの非自明な PIDM の Rényi エントロピーの振舞いを得た。特に強磁性横磁場 Ising 鎖における

PIDMの Rényiエントロピーはエンタングルメントの指標の一つであるコンカレンスと似た振る舞いを示した。この
ことから、PIDM の Rényi エントロピーはエンタングルメントに関する何かしらの情報を拾っていると考えられる。
今後は PIDMから計算されるエンタングルメントエントロピーと従来のエンタングルメント測度との関係を明らかに
することで、PIDMを通したスケーラブルなエンタングルメントに関する量子情報量の測定方法の開発が見込める。他
にも、PIDMによって定義される量によりトポロジカル秩序相をはじめとする秩序変数が定義できない状態を特徴づ
けられるのか、なども興味深い問題である。
本研究に引き続き、PIDMに関する多方面からの研究、さらには将来的に量子物性理論と量子情報理論の統合の推進
を期待したい。
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研究者として大変お世話になりました。研究室に配属されて初めて取り組んだ研究テーマを進めるに当たり、山本准教
授には基礎的な物理を丁寧に教えていただきました。この頃に学んだ量子力学の考え方は今でも役に立つものばかりで
す。また研究で行き詰まったときは、全てを教えずヒントを出して導く指導により、自分で頭の中を整理しながら考え
て研究する力を伸ばすことができました。山本准教授から教えてもらったのは物理の勉強だけではありません。学術的
な文章の書き方、研究に向かう姿勢・心得など、今後研究者を目指す上で大切なことを数多く教えていただきました。
また、山本准教授が主宰者の一人として毎年行われている量子物性若手交流研究会には、学部 4年のころから毎年参加
させていただきました。自分の研究と親和性が高い研究発表を聞くことができただけでなく、同年代の学生の研究発表
を見ることで学内だけでは得ることのできない刺激を感じることができました。ここまで研究を続けることができたの
は、時に厳しく時に優しく接していただいた山本准教授のお陰です。

本研究の共同研究者である Giacomo Marmorini氏には学部 4年のころからお世話になりました。研究開始当初は英
語を話すことも読むことも共に苦手意識を持っていましたが、Marmorini氏が日常的に英会話の練習をしてくださった
り、英語で輪講を行う journal clubに誘ってくださったりしたお陰で、その苦手意識を少しずつ払拭することができま
した。また、学術論文の執筆や国際学会におけるアブストラクト、スライド、ポスターなどの準備の際も、手厚く英語
の添削をしていただきました。思えば 6年前の自分は、現在のように英語を積極的につかて研究をしていることは想像
できませんでした。ここまで自分の英語力を成長させてくれたのは、優しく教え導いていただいたMarmorini氏のお
陰です。卒業後も引き続き自身の英語能力に磨きをかけ、国際的に活躍する研究者を目指して頑張りたいと思います。
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した。段下准教授や下川助教（OIST）にはセミナー発表という貴重な機会を与えていただきました。廣澤助教（青山
学院大学）には、博士課程の 3年間、助教としてお世話になりました。本研究について有意義なコメントをいただいた
だけでなく、日本学術振興会特別研究員をはじめとする申請書類について的確な指摘をしていただきました。この他に
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付録 A

数学的補足

A.1 テンソル積（Kronecker積）
量子情報分野ではしばしばテンソル積を用いて量子多体系を表現する。ここではテンソル積 ⊗の数学的な定義と重
要な性質についてまとめる。

テンソル積は任意のm× n行列 A = {aij}と p× q 行列 B = {bij}の間で定義可能であり、

A⊗B =

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB



=



a11b11 · · · a11b1q a12b11 · · · a12b1q · · · a1nb11 · · · a1nb1q
...

. . .
...

...
. . .

... · · ·
...

. . .
...

a11bp1 · · · a11bpq a12bp1 · · · a12bpq · · · a1nbp1 · · · a1nbpq
a21b11 · · · a21b1q a22b11 · · · a22b1q · · · a2nb11 · · · a2nb1q

...
. . .

...
...

. . .
... · · ·

...
. . .

...
a21bp1 · · · a21bpq a22bp1 · · · a22bpq · · · a2nbp1 · · · a2nbpq

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

am1b11 · · · am1b1q am2b11 · · · am2b1q · · · amnb11 · · · amnb1q
...

. . .
...

...
. . .

... · · ·
...

. . .
...

am1bp1 · · · am1bpq am2bp1 · · · am2bpq · · · amnbp1 · · · amnbpq



(A.1)

のようにしてmp× nq 行列を作る演算である。以下によく用いられるテンソル積の性質を挙げる。

• 結合法則：(A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)
• 分配法則*1：A⊗ (B + C) = A⊗B +A⊗ C
• テンソル積同士の積*2：(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD
証明

(A⊗B)(C ⊗D) =

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB


 c11D · · · c1rD

...
. . .

...
cn1D · · · cnrD


=


∑n
k=1 a1kck1BD · · ·

∑n
k=1 a1kckrBD

...
. . .

...∑n
k=1 amkck1BD · · ·

∑n
k=1 amkckrBD

 = AC ⊗BD ■ (A.2)

*1 B と C は同じサイズの行列とする。
*2 Aと C 及び B と D は行列の積が定義できる適当なサイズの行列とする。
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• テンソル積のエルミート共役：(A⊗B)† = A† ⊗B†

証明

(A⊗B)† =

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

am1B · · · amnB


†

=

 a∗11B
† · · · a∗1mB

†

...
. . .

...
a∗1nB

† · · · a∗mnB
†

 = A† ⊗B† ■ (A.3)

• テンソル積のトレース：Tr(A⊗B) = TrA · TrB
証明

Tr(A⊗B) = Tr

 a11B · · · a1nB
...

. . .
...

an1B · · · annB

 =

n∑
k=1

akkTrB = TrA · TrB ■ (A.4)

量子多体系における応用例としては、各粒子に対する演算子の作用が挙げられる。1 つの粒子の状態 |ψ〉 に対し
て、ある演算子 Ô の作用は Ô |ψ〉 である。次に 2 粒子系における演算子の作用を考える。2 粒子系の状態は一般に
|ψ1〉 ⊗ |ψ2〉と定義される。ここで 1つ目の粒子には演算子 Ô1 を、2つ目の粒子には演算子 Ô2 をそれぞれ作用させた
いとき、系全体に作用させる演算子は Ô1 ⊗ Ô2 で表すことができる。実際テンソル積同士の積の性質より、

(Ô1 ⊗ Ô2) |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 = Ô1 |ψ1〉 ⊗ Ô2 |ψ2〉 (A.5)

となることが確かめられる。これを一般化すると、L粒子系において i番目の粒子に演算子 Ôi を作用させたいとき、
系全体に作用させる演算子は

Ô1 ⊗ Ô2 ⊗ · · · ⊗ ÔL (A.6)

で与えられる。このようにテンソル積を用いることで、量子多体系におけるローカルな演算が直感的で非常に扱いやす
い形で記述できる。なお、ある粒子に何も操作を施さない場合は、施さないサイトに対応する演算子を単位行列に置き
換えれば良い。

A.2 Rényiエントロピーから von Neumannエントロピーの導出
極限値

S(ρ) = lim
α→1

Sα(ρ) = − lim
α→1

log Tr(ρα)

α− 1
(A.7)

を求めよう。分子分母をそれぞれ αで微分すると

− lim
α→1

d

dα
(log Tr(ρα)) (A.8)

となる。この極限値がある値に収束するのであれば、l’Hopitalの定理より S(ρ)も同じ値に収束する。
ここで ρを対角化するユニタリー行列を U とすると（ρ = UΛU†）、

log Tr(ρα) = log Tr((U†ρU)α) = log Tr(Λα) = log

(∑
m

pαm

)
(A.9)

である。これを αで微分して
d

dα
(log Tr(ρα)) =

1∑
m p

α
m

·
∑
n

d

dα
pαn =

1∑
m p

α
m

·
∑
n

pαn log pn (A.10)

を得る。最後に α→ 1の極限をとると値は

lim
α→1

d

dα
(log Tr(ρα)) =

∑
n

pn log pn = Tr(ρ log ρ) (A.11)

に収束する。したがって S(ρ) = −Tr(ρ log ρ)が示された。■
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A.3 対角化と特異値分解
ここでは部分トレースやMPSなどの文脈で登場する、行列の特異値分解について、行列の対角化との比較を行いな
がら説明する。
まずは n× n行列 Aに対して、 

Av1 = λ1v1

Av2 = λ2v2

...
Avn = λnvn

(A.12)

を満たす {λi,vi}の組を考える。つまり、Aを作用しても元の定数倍となるようなベクトルを考える。このとき {λi}
を Aの固有値（eigenvalue）、{vi}を Aの固有ベクトル（eigenvector）と呼ぶ。式（A.12）は行列を用いて

A

 v1 v2 · · · vn

 =

 v1 v2 · · · vn




λ1 0 0 0
0 λ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 λn

 (A.13)

と書くことができる。V = (v1 v2 · · · vn), Λ = diag(λ1, λ2, · · · , λn)と定義すると、

A = V ΛV −1 (A.14)

と書ける。これが行列の対角化（diagonalization）である。対角化は V の逆行列が存在しない場合は不可能なため、
必ずできるとは限らない。rankV < nとなるとき V は逆行列を持たない。V は Aの固有ベクトルを縦に並べた正方
行列であり、固有ベクトルの中に一つでも線形独立でないものが含まれると rankV は nより小さくなるため、このと
き対角化は不可能となる。量子力学では物理量はエルミート行列で表されるため、しばしばエルミート行列の対角化
を行う。A がエルミート行列のとき V は V †V = V V † = I を満たすユニタリー行列であることが知られている。つ
まり、

A = V ΛV † (A.15)

と対角化される。なおこの場合は、V −1 = V † なので必ず対角化できる。では上記の議論を、正方行列でない一般の
m× n行列（m 6= n）に拡張して考えてみよう。もちろん対角化は正方行列でないと不可能であるが、“対角化のよう
な操作”が可能かどうかを考える。いまm× n行列 B に対し、

Bv1 = σ1u1

Bv2 = σ2u2

...
Bvk = σkuk

(A.16)

を満たす {σi,ui,vi}の組を考える。ここで k = min(m,n)である。いま ui はm次元縦ベクトル、 vi は n次元縦ベ
クトルであることに注意する。式（A.16）の各方程式のエルミート共役を取って変形すると、

B†u1 = σ∗
1(v

†
1)

−1u†
1u1

B†u2 = σ∗
2(v

†
2)

−1u†
2u2

...

B†uk = σ∗
k(v

†
k)

−1u†
kuk

(A.17)

を得る。ここで
u†
i = u−1

i , v†
i = v−1

i , σ∗
i = σi (A.18)
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という条件を課すと、式（A.17）は 
B†u1 = σ1v1

B†u2 = σ2v2

...
B†uk = σkvk

(A.19)

という綺麗な形にまとまる。ここで、式（A.16）と（A.19）を一つの式にまとめると

B

 v1 v2 · · · vk

 =

 u1 u2 · · · uk




σ1 0 0 0
0 σ2 0 0

0 0
. . . 0

0 0 0 σk

 (A.20)

と書くことができる。U = (u1,u2, · · · ,uk), V = (v1,v2, · · · ,vk), Σ = diag(σ1, σ2, · · · , σn) と定義する。U は
m× k 行列、V は n× k 行列、Σ は k × k 行列である。式（A.18）より、行列 U, V は

U †U = Ik×k, UU
† = Im×m (A.21)

V †V = Ik×k, V V
† = In×n (A.22)

を満たす “ユニタリー行列”*3である。ここで Ia×a は a× a単位行列である。すると

B = UΣV † (A.23)

と書くことができる。これが行列の特異値分解（sigular value decomposition, SVD）である。このとき {σi}を
B の特異値（singular value）、ui と vi をそれぞれ B の左特異ベクトル（left-singular vector）、右特異ベクト
ル（right-singular vector）と呼ぶ。式（A.18）より、特異値は実数である。特異値分解は対角化とは異なり逆行列
を求める必要がないため、任意の行列に対して実行可能である。
ここで BB†, B†B はエルミート行列であるため対角化が可能であり、実際

BB† = UΣ 2U † (A.24)

B†B = V Σ 2V † (A.25)

を見ると対角化の式（A.15）と同じ形である事に気づく。式（A.24）,（A.25）は、ui は BB† の固有値 σ2
i に対応す

る固有ベクトルであり、vi は B†B の固有値 σ2
i に対応する固有ベクトルであることを示している。なお一般に行列

BB†, B†B は半正定値行列（σ2
i ≥ 0）であるため σi は必ず実数であり、式（A.18）と矛盾はない。つまり、B の特

異値を σi、BB†（もしくは B†B）の固有値を λi とおくと、σ2
i = λi が成り立つ。よって、任意の行列 B の特異値

は BB†（もしくは B†B）の固有値の平方根*4で与えられることが分かる。特に、B が正定値行列かつエルミート行
列（B† = B）であるとき、式（A.24）,（A.25）は B2 = UΣ 2U † = V Σ 2V † となる。一方、対角化の式（A.15）より
B2 = V Λ2V † である。よって B の特異値は BB† = B†B の固有値と一致し、対角化と特異値分解は同じ演算になる。

A.4 Frobenius内積
行列間に定義される内積を考えよう。まずは簡単にベクトル間の内積をおさらいし、そのアイデアを行列版へと自然
に拡張する。
2つのベクトル

a =


a1
a2
...
an

 , b =


b1
b2
...
bn

 (A.26)

*3 ユニタリー行列の定義は X†X = XX† = I を満たす正方行列 X であるため、U, V はユニタリー行列ではない。
*4 慣習として正の平方根とする。負の平方根でも理論上問題はない。
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の内積は
a · b = a∗1b1 + a∗2b2 + · · ·+ a∗nbn =

n∑
i=1

a∗i bi (A.27)

で定義されるのであった。内積は「各成分の積（片方は複素共役）の和」ととらえることができる。そこで 2つの行列

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

 , B =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

...
. . .

...
bn1 bn2 · · · bnn

 (A.28)

の内積を

Frobenius内積

Tr(A†B) =

n∑
i=1

n∑
j=1

a∗ijbij (A.29)

で定義し、Frobenius内積（Frobenius inner product）と呼ぶ。ベクトルの直交性を内積で定義したように、行
列の直交性は Frobenius内積を用いて
行列の直交性

A ⊥ B ⇐⇒ Tr(A†B) = 0 (A.30)

で定義する。

A.5 忠実度
QSTの精度の指標の一つとして忠実度（fidelity）がしばしば用いられる。忠実度はその名の通り、QSTによって
どれだけ忠実に理想的な密度行列が再構築できているかを表す量である。忠実度の定義は一つではないが一番直感的に
理解しやすい定義は

F (ρ, ρQST) = Tr(ρρQST) (A.31)

である。ρは理論的な密度行列、ρQST は QSTで再構築した密度行列である。式（A.31）は ρと ρQST の Frobenius

内積そのものであるため、

ρQST = ρ ⇐⇒ F (ρ, ρQST) = 1 (A.32)

ρQST ⊥ ρ ⇐⇒ F (ρ, ρQST) = 0 (A.33)

が成り立つ。特に密度行列が純粋状態で ρ = |ψ〉 〈ψ| , ρQST = |ψQST〉 〈ψQST|と表されるとき、

F (ρ, ρQST) = Tr(|ψ〉 〈ψ|ψQST〉 〈ψQST|) = 〈ψ|ψQST〉Tr(|ψ〉 〈ψQST|) = 〈ψ|ψQST〉 〈ψQST|ψ〉 = | 〈ψQST|ψ〉 |2 (A.34)

と変形でき、内積の 2乗と一致する。

F (ρQST, ρ) = Tr

√
(ρQST)

1
2 ρ(ρQST)

1
2 (A.35)

という定義もしばしば使われる。密度行列が純粋状態で ρ =
√
ρ = |ψ〉 〈ψ| , ρQST =

√
ρQST = |ψQST〉 〈ψQST|と表さ

れるとき、

F (ρ, ρQST) = Tr
√
|ψQST〉 〈ψQST|ψ〉 〈ψ|ψQST〉 〈ψQST| =

√
〈ψQST|ψ〉 〈ψ|ψQST〉Tr

√
|ψQST〉 〈ψQST|

=
√
| 〈ψQST|ψ〉 |2Tr(ρQST) =

√
| 〈ψQST|ψ〉 |2 (A.36)

と変形できる。つまり一つ目の忠実度の平方根であり、式（A.32）,（A.33）を満たす。
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A.6 摂動論
摂動論は、解が知られたハミルトニアンに対して微小な刺激を与えたときの挙動を解析的に計算することができる手
法である。ここでは摂動論の公式の導出を示す。

既知事項 : あるハミルトニアン Ĥ(0) の固有状態 {|ψ(0)
n 〉}とそのエネルギー {E(0)

n }が解けている。

Ĥ(0) |ψ(0)
n 〉 = E(0)

n |ψ(0)
n 〉 (A.37)

目標 : Ĥ(0) に微小な刺激 λĤ′（λ� 1）を加えたときの固有状態 {|ψn〉}とそのエネルギー {En}を求める。

(Ĥ(0) + λĤ′) |ψn〉 = En |ψn〉 (A.38)

指針 : {|ψn〉}, {En}が

|ψn〉 = |ψ(0)
n 〉+ λ |ψ(1)

n 〉+ λ2 |ψ(2)
n 〉+ · · · (A.39)

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + · · · (A.40)

と展開できると仮定し、{|ψ(1)
n 〉 , E(1)

n }, {|ψ(2)
n 〉 , E(2)

n }, · · · を既知の情報を用いて逐次求める。
1次の摂動論

E(1)
n = 〈ψ(0)

n |Ĥ′|ψ(0)
n 〉 (A.41)

|ψ(1)
n 〉 = −

∑
m ̸=n

〈ψ(0)
m |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
m − E(0)

n

|ψ(0)
m 〉 (A.42)

2次の摂動論

E(2)
n = −

∑
m ̸=n

| 〈ψ(0)
m |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 |2

E
(0)
m − E(0)

n

(A.43)

|ψ(2)
n 〉 =

∑
m ̸=n

∑
l ̸=n

〈ψ(0)
m |Ĥ′|ψ(0)

l 〉 〈ψ
(0)
l |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
(E

(0)
m − E(0)

n )(E
(0)
l − E

(0)
n )

|ψ(0)
m 〉 −

∑
m ̸=n

〈ψ(0)
m |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
(E

(0)
m − E(0)

n )2
|ψ(0)
m 〉 (A.44)

導出 :

まず式（A.39）,（A.40）を愚直に式（A.38）に代入する。

(Ĥ(0) + λĤ′)(|ψ(0)
n 〉+ λ |ψ(1)

n 〉+ λ2 |ψ(2)
n 〉+ · · · ) = (E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + · · · )(|ψ(0)
n 〉+ λ |ψ(1)

n 〉+ λ2 |ψ(2)
n 〉+ · · · )

(A.45)

を得る。ここで λの次数が同じ項同士を比較すると、

λの 0次 : Ĥ(0) |ψ(0)
n 〉 = E(0)

n |ψ(0)
n 〉 (A.46)

λの 1次 : Ĥ(0) |ψ(1)
n 〉+ Ĥ′ |ψ(0)

n 〉 = E(0)
n |ψ(1)

n 〉+ E(1)
n |ψ(0)

n 〉 (A.47)

λの 2次 : Ĥ(0) |ψ(2)
n 〉+ Ĥ′ |ψ(1)

n 〉 = E(0)
n |ψ(2)

n 〉+ E(1)
n |ψ(1)

n 〉+ E(2)
n |ψ(0)

n 〉 (A.48)

を得る（3次以降も同様）。式（A.46）はまさに式（A.37）であり、摂動を加えていないハミルトニアンの Schrödinger

方程式である。では E
(1)
n と |ψ(1)

n 〉を求めよう。|ψ(1)
n 〉が既知の {|ψ(0)

m 〉}を使って

|ψ(1)
n 〉 =

∑
m

cnm |ψ(0)
m 〉 (A.49)



付録 A 数学的補足 99

と書けると考える。これを式（A.47）に代入すると、∑
m

cnmĤ(0) |ψ(0)
m 〉+ Ĥ′ |ψ(0)

n 〉 =
∑
m

cnmE
(0)
n |ψ(0)

m 〉+ E(1)
n |ψ(0)

n 〉∑
m

cnmE
(0)
m |ψ(0)

m 〉+ Ĥ′ |ψ(0)
n 〉 =

∑
m

cnmE
(0)
n |ψ(0)

m 〉+ E(1)
n |ψ(0)

n 〉

〈ψ(0)
n |

(∑
m

cnmE
(0)
m |ψ(0)

m 〉+ Ĥ′ |ψ(0)
n 〉

)
= 〈ψ(0)

n |

(∑
m

cnmE
(0)
n |ψ(0)

m 〉+ E(1)
n |ψ(0)

n 〉

)
∑
m

cnmE
(0)
m δm,n + 〈ψ(0)

n |Ĥ′|ψ(0)
n 〉 =

∑
m

cnmE
(0)
n δm,n + E(1)

n

〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 = E(1)
n (A.50)

と変形でき式（A.41）が示された。また式（A.47）を変形して、

(Ĥ(0) − E(0)
n ) |ψ(1)

n 〉 = (E(1)
n − Ĥ′) |ψ(0)

n 〉∑
m

cnm(Ĥ(0) − E(0)
n ) |ψ(0)

m 〉 = (E(1)
n − Ĥ′) |ψ(0)

n 〉∑
m

cnm(E(0)
m − E(0)

n ) |ψ(0)
m 〉 = (E(1)

n − Ĥ′) |ψ(0)
n 〉 (A.51)

両辺に左側から 〈ψ(0)
k |（k 6= n）をかけることで

〈ψ(0)
k |

(∑
m

cnm(E(0)
m − E(0)

n ) |ψ(0)
m 〉

)
= 〈ψ(0)

k | (E
(1)
n − Ĥ′) |ψ(0)

n 〉∑
m

cnm(E(0)
m − E(0)

n )δk,m = −〈ψ(0)
k |Ĥ

′|ψ(0)
n 〉

cnk(E
(0)
k − E

(0)
n ) = −〈ψ(0)

k |Ĥ
′|ψ(0)

n 〉

cnk = −
〈ψ(0)
k |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
k − E

(0)
n

(A.52)

より、式（A.42）が示された。
同様に E

(2)
n と |ψ(2)

n 〉を求めよう。|ψ(2)
n 〉が既知の情報を使って

|ψ(2)
n 〉 =

∑
m

dnm |ψ(0)
m 〉 (A.53)

と書けると考え、式（A.48）に代入すると、

∑
m

dnmĤ(0) |ψ(0)
m 〉+ Ĥ′ |ψ(1)

n 〉 =
∑
m

dnmE
(0)
n |ψ(0)

m 〉+ E(1)
n |ψ(1)

n +〉E(2)
n |ψ(0)

n 〉∑
m

dnmE
(0)
m |ψ(0)

m 〉+ Ĥ′ |ψ(1)
n 〉 =

∑
m

dnmE
(0)
n |ψ(0)

m 〉+ E(1)
n |ψ(1)

n +〉E(2)
n |ψ(0)

n 〉

〈ψ(0)
n |

(∑
m

dnmE
(0)
m |ψ(0)

m 〉+ Ĥ′ |ψ(1)
n 〉

)
= 〈ψ(0)

n |

(∑
m

dnmE
(0)
n |ψ(0)

m 〉+ E(1)
n |ψ(1)

n 〉+ E(2)
n |ψ(0)

n 〉

)
∑
m

dnmE
(0)
m δm,n + 〈ψ(0)

n |Ĥ′|ψ(1)
n 〉 =

∑
m

dnmE
(0)
n δm,n + E(2)

n

E(2)
n = 〈ψ(0)

n |Ĥ′|ψ(1)
n 〉

= −
∑
m ̸=n

〈ψ(0)
m |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
m − E(0)

n

〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

m 〉

= −
∑
m ̸=n

| 〈ψ(0)
m |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 |2

E
(0)
m − E(0)

n

(A.54)



付録 A 数学的補足 100

より式（A.43）が示された。また式（A.48）を変形して、

(Ĥ(0) − E(0)
n ) |ψ(2)

n 〉 = (E(1)
n − Ĥ′) |ψ(1)

n 〉+ E(2)
n |ψ(0)

n 〉∑
m

dnm(Ĥ(0) − E(0)
n ) |ψ(0)

m 〉 = −
∑
l ̸=n

〈ψ(0)
l |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
l − E

(0)
n

(〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 − Ĥ′) |ψ(0)
l 〉+ E(2)

n |ψ(0)
n 〉 (A.55)

両辺に左側から 〈ψ(0)
k |（k 6= n）をかけることで

〈ψ(0)
k |

(∑
m

dnm(E(0)
m − E(0)

n ) |ψ(0)
m 〉

)
= 〈ψ(0)

k |

−∑
l ̸=n

〈ψ(0)
l |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
l − E

(0)
n

(〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 − Ĥ′) |ψ(0)
l 〉+ E(2)

n |ψ(0)
n 〉


∑
m

dnm(E(0)
m − E(0)

n )δk,m = −
∑
l ̸=n

〈ψ(0)
l |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
l − E

(0)
n

〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 δk,l +
∑
l ̸=n

〈ψ(0)
l |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
l − E

(0)
n

〈ψ(0)
k |Ĥ|ψ

(0)
l 〉

dnk(E
(0)
k − E

(0)
n ) = −

〈ψ(0)
k |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
k − E

(0)
n

+
∑
l ̸=n

〈ψ(0)
k |Ĥ|ψ

(0)
l 〉 〈ψ

(0)
l |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
E

(0)
l − E

(0)
n

dnk = −
〈ψ(0)
k |Ĥ′|ψ(0)

n 〉 〈ψ(0)
n |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
(E

(0)
k − E

(0)
n )2

+
∑
l ̸=n

〈ψ(0)
k |Ĥ|ψ

(0)
l 〉 〈ψ

(0)
l |Ĥ′|ψ(0)

n 〉
(E

(0)
k − E

(0)
n )(E

(0)
l − E

(0)
n )

(A.56)

より、式（A.44）が示された。3次以降の摂動計算も同様の原理で導くことができる。
相転移現象の解析では特に基底状態に興味を持つことが多い。そこでハミルトニアン Ĥ(0) の固有状態のうち基底状
態（縮退なし）を |g(0)〉、励起状態を {|e(0)〉}と書くことにすると、摂動を入れたときの基底状態は式（A.42）,（A.44）
より

|g〉 = |g(0)〉 − λ
∑
e

〈e(0)|Ĥ′|g(0)〉
E

(0)
e − E(0)

g

|e(0)〉

+λ2
∑
e

∑
e′

〈e(0)|Ĥ′|e′(0)〉 〈e′(0)|Ĥ′|g(0)〉
(E

(0)
e − E(0)

g )(E
(0)
e′ − E

(0)
g )
|e(0)〉 − λ2

∑
e

〈e(0)|Ĥ′|g(0)〉 〈g(0)|Ĥ′|g(0)〉
(E

(0)
e − E(0)

g )2
|e(0)〉+ · · · (A.57)

Eg = E(0)
g + λ 〈g(0)|Ĥ′|g(0)〉 − λ2

∑
e

| 〈e(0)|Ĥ′|g(0)〉 |2

E
(0)
e − E(0)

g

+ · · · (A.58)

で与えられる。すなわち、基底状態のエネルギーの 2次摂動は必ず負になる。
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付録 B

PIDMの Rényiエントロピーの最大ボンド次元
依存性

ここでは PIDMの Rényiエントロピー S2(Π (ρ))の ρの最大ボンド次元 χmax 依存性を示す。まず横磁場 Ising鎖
における S2(Π (ρ))の χmax 依存性を図 B.1に示す。

図 B.1 (a) 強磁性及び (b) 反強磁性相互作用する横磁場 Ising 鎖の基底状態に対する PIDM の Rényi エントロ
ピーの最大ボンド次元依存性。データは Γ/|J | = 1において計算したものであり、本文中の計算結果は赤点での結
果である。
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次に XXZ 鎖における S2(Π (ρ))の χmax 依存性を図 B.2に示す。

図 B.2 (a) 強磁性及び (b)反強磁性相互作用する XXZ 鎖の基底状態に対する PIDMの Rényiエントロピーの
最大ボンド次元依存性。データは∆ = 0.5において計算したものであり、本文中の計算結果は赤点での結果である。
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Browaeys, Science 365, 775 (2019).

[74] A. Aspuru-Guzik and P. Walther, Nature Physics 8, 285 (2012).

[75] C. Noh and D. G. Angelakis, Reports on Progress in Physics 80, 016401 (2016).
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